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R�esum�e

Le langage ML est un langage fon
tionnel typ�e polymorphe ave
 synth�ese de types.

Nous proposons une m�ethode plus qu'une solution, �a la fois simple et eÆ
a
e, per-

mettant la synth�ese des types dans une extension de ML ave
 des objets enreg-

istrements ave
 h�eritage. Simpli
it�e, 
ar les r�egles de typage de ML ne sont pas mod-

i��ees, l'h�eritage �etant obtenu simplement par le polymorphisme dans les types en-

registrements. EÆ
a
it�e, 
ar nous montrons 
omment extraire naturellement �a partir

des r�egles de typage un algorithme ave
 partage et permettant un 
al
ul in
r�emental

de la g�en�eralisation.

Les objets enregistrements sont des fon
tions partielles de domaines �nis d'un ensem-

ble d�enombrable d'�etiquettes vers l'ensemble des valeurs. Nous leurs asso
ions des

types enregistrements qui sont des fon
tions partielles de l'ensemble des �etiquettes

vers l'ensemble des types, que nous rendons totales en d�e�nissant des types par d�efaut

pour les �etiquettes absentes.

Les types enregistrements sont repr�esentables de mani�ere �nie dans une alg�ebre

de termes munie d'une famille d'�equations tr�es s�ev�erement 
ontrol�ees par des sortes,

que nous appelons la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es. Dans une tou�e, l'extra
tion

des brins est obtenue par substitution pour les variables et par propagation vers la

ra
ine par des �equations de distributivit�e, et la permutation des brins est assur�ee par

des �equations de 
ommutativit�e gau
he.

Nous montrons que la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es est une th�eorie syntaxique, et

nous en d�eduisons fa
ilement que l'uni�
ation y est d�e
idable et unitaire. Puis nous

montrons que l'alg�ebre des types de ML peut être �etendue ave
 une th�eorie d�e
idable,

unitaire et r�eguli�ere.

Le langage obtenu est param�etr�e par le jeu de primitives ave
 leur types qui

r�ealisent les op�erations �el�ementaires sur les enregistrements. Cette m�ethode devrait

s'�etendre �a des types r�e
ursifs et s'appliquer �a d'autres langages que ML, notamment

�a des langages ave
 de l'in
lusion de types.

Mots Clefs

Alg�ebres Tou�ues, Classes, H�eritage, In
lusion, Langages Fon
tionnels, ML, Objets

Enregistrements, Polymorphisme, Programmation Orient�ee par les Objets, Synth�ese

de Types, Th�eories Equationnelles, Th�eories Syntaxiques, Typage, Uni�
ation.
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Introdu
tion

Evolution des langages de programmation

De la ma
hine �a 
al
uler de Pas
al �a aujourd'hui, l'informatique est une longue et rapide aventure

marqu�ee par l'alternan
e entre les d�e
ouvertes th�eoriques et l'�evolution de ses te
hniques, mais peut

être plus en
ore par son mira
le te
hnologique permanent.

La ma
hine universelle de Turing, puis les th�eories des automates et des langages ont permis de

s'abstraire des engrenages, des ampoules ou des transistors 
omposant une ma
hine r�eelle ainsi que

des rubans, 
artes perfor�ees ou 
laviers indispensables pour la 
ommander.

Cela n'empê
he pas l'histoire de l'informatique d'être bien d�e
rite par l'�evolution 
ontinue des

langages de programmation qui n'a 
ess�e d'a

rô�tre la rapidit�e et la s�e
urit�e de la mise au point

des programmes en essayant de 
onserver l'eÆ
a
it�e des langages ma
hines.

EÆ
a
it�e d'ex�e
ution

Le premier et le plus simple des langages de programmation est le langage ma
hine. Son alphabet est

un ensemble d'instru
tions, 
'est-�a-dire de tuples de 0 et de 1 dire
tement ex�e
utables par la ma
hine.

Un langage ma
hine est diÆ
ilement 
ompr�ehensible par un humain, mais on peut rempla
er les

instru
tions par une repr�esentation symbolique : 
'est le langage d'assemblage. Plus a

essible, il

reste 
ependant enti�erement li�e aux instru
tions de la ma
hine 
onsid�er�ee.

Le premier langage qui fut enti�erement ind�ependant de la ma
hine est Fortran. Il a �et�e 
on�
u

en 1957 par John Ba
kus, et est en
ore aujourd'hui un des langages les plus r�epandus. Fortran est

un langage imp�eratif : sa stru
ture est assez peu di��erente de 
elle d'un automate et un programme

peut en
ore être vu 
omme une suite de 
ommandes, modi�ant l'�etat d'une ma
hine virtuelle.

L'avantage d'un tel langage est d'être tr�es fa
ilement et eÆ
a
ement 
ompil�e, 
'est-�a-dire traduit

m�e
aniquement en langage ma
hine pour être ex�e
ut�e. D'autres langages imp�eratifs sont ensuite

apparus parmi lesquels on peut 
iter Cobol, C, Pas
al qui sont les plus r�epandus.

Une 
ara
t�eristique 
ommune �a tous les langages imp�eratifs est de distinguer les donn�ees des

programmes, 
e qui les rend peu adapt�es �a des manipulations symboliques o�u l'on veut parfois


onsid�erer un programme 
omme une donn�ee.

Rapidit�e d'�e
riture

Le lambda-
al
ul [1, 26℄, introduit vers 1930 pour l'�etude des fondements de la logique et des

math�ematiques, s'est r�ev�el�e plus tard d'un grand int�erêt en informatique et a jou�e un rôle important

dans la 
on
eption des langages Algol, LISP, puis plus tard ISWIM.

Dans le langage LISP 
on�
ut vers 1958 par M
Carthy, les programmes et les donn�ees sont

repr�esent�es par une même stru
ture. C'�etait un premier grand pas vers la programmation fon
-

tionnelle qui ne fut r�eellement atteinte qu'ave
 les langages S
heme ou ML. Dans 
es langages, un

programme est vu 
omme une fon
tion qui asso
ie un r�esultat �a 
haque valeur qui lui est donn�ee en

argument. Les fon
tions sont des objets de premi�ere 
lasse 
ar elles peuvent être 
ommuniqu�ees �a

d'autres fon
tions qui se 
hargeront �eventuellement de les appliquer �a des arguments.

S�e
urit�e dans l'�e
riture

La sûret�e dans la mise au point des programmes a toujours �et�e un probl�eme majeur. Comment un

humain pouvait-il relire un programme �e
rit en langage ma
hine et 
onstitu�e d'une longue suite de 0

9
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et de 1 ? Le rempla
ement des langages ma
hines par des langages plus �evolu�es est don
 un premier

fa
teur de sûret�e. Mais d�ej�a Fortran introduisait une notion de type. En d�e
larant des variables d'un


ertain type, le programmeur introduisait des 
ontraintes qui devaient être partout v�eri��ees dans

le programme. Le 
ompilateur e�e
tue m�e
aniquement 
ette v�eri�
ation. Le typage de Fortran est

faible 
ar un typage 
orre
t du programme n'ex
lut pas un 
omportement aberrant �a l'ex�e
ution.

Le typage est �egalement faible dans le langage C o�u le programmeur peut tri
her en demandant

qu'il ne soit pas tenu 
ompte de 
ertaines 
ontraintes. Par 
ontre le typage de Algol 68 est fort : un

programme bien typ�e ne peut pas avoir un 
omportement aberrant �a l'ex�e
ution.

Preuves

Des langages de preuves ont �et�e d�evelopp�es dans la perspe
tive de v�eri�er voire de synth�etiser des

preuves math�ematiques. Ces syst�emes s'appuient sur des logiques intuitionnistes, dans lesquels il

n'y a pas la r�egle du tiers ex
lu.

L'isomorphisme de Curry Howard relie 
es syst�emes aux lambda-
al
uls typ�es en 
onsid�erant

les types 
omme des propositions et les termes du lambda-
al
ul 
omme des preuves. Le langage

de programmation ML a �et�e 
on�
u dans le projet LCF d'Edinburgh, 
omme un m�eta-langage pour

un d�emonstrateur assist�e. C'est devenu un langage de programmation �a part enti�ere, fon
tionnel

fortement typ�e et polymorphe. Le polymorphisme permet �a une valeur d'avoir plusieurs types.

D'autres syst�emes de repr�esentation des 
onnaisan
es math�ematiques tels Automath, la th�eorie

des types de Martin-L�of ou le 
al
ul des 
onstru
tions ont permis la r�ealisation de v�eri�
ateurs

de preuves. Le 
al
ul des 
onstru
tions peut �egalement être utilis�e pour sp�e
i�er des algorithmes,

et la preuve de r�ealisabilit�e d'un algorithme permet d'en extraire automatiquement un programme.

Produits m�e
aniquement �a partir de leurs sp�e
i�
ations, 
es programmes sont 
ertainement 
orre
ts.

Depuis ML, d'autres langages ont �et�e inspir�es de syst�emes logiques, notamment les langages

FUN ou QUEST qui 
orrespondent �a des lambda-
al
ul de se
ond ordre [25℄ et d'ordre sup�erieur

�etendus ave
 un m�e
anisme de sous-typage. Le polymorphisme de 
es langages est plus puissant que


elui de ML. Cela n'a pas empê
h�e l'apparition de nombreux langages partageant la sp�e
i�t�e de ML

de synth�etiser automatiquement leurs types : Amber, CAML, Haskell, LML, Miranda, SML, et
.

La programmation ave
 h�eritage

Un int�erêt 
roissant

Les langages fon
tionnels fortement typ�es sont tr�es prometteurs, 
ar la fa
ilit�e de la programmation

fon
tionnelle et la s�e
urit�e d'un langage fortement typ�e rendent la mise au point des programmes

extrêmement rapide.

Mais un autre style de programmation est apparu vers les ann�ees 80 : 
'est la programmation

orient�ee par les objets. Un objet est une donn�ee stru
tur�ee �a laquelle sont atta
h�es des 
hamps dont


ertains dits priv�es sont 
a
h�es au reste du monde. A la di��eren
e de la programmation autoritaire

des langages imp�eratifs, la programmation orient�ee par les objets s'e�e
tue par envoi de messages

d�el�eguant aux objets le 
hoix de l'a
tion �a e�e
tuer. Il se trouve que la plupart des langages orient�es

objets ont en plus un m�e
anisme d'h�eritage : les objets appartiennent �a des 
lasses partiellement

ordonn�ees. On peut d�e�nir pour 
haque 
lasse un ensemble de pro
�edures ou m�ethodes qui seront

automatiquement propag�ees dans toutes les sous-
lasses.

Le pr�e
urseur de 
es langages est Simula, et le plus 
onnu est 
ertainement Smalltalk, mais il

existe de nombreux diale
tes de langages orient�es objets ayant 
ha
un leur sp�e
i�
it�e. La plupart

des langages imp�eratifs et fon
tionnels poss�edent une extension objet. Une ex
eption notable est

les langages fortement typ�es, 
ar la programmation par envoi de messages a un 
omportement

d�e
entralis�e dont il est diÆ
ile de garantir la s�e
urit�e.

Lu
a Cardelli est le premier �a avoir d�enon
�e 
ette grave la
une des langages fortement typ�es

et �a leur avoir ajout�e des possibilit�es d'h�eritage. Dans le langage Amber [8℄, il a exp�eriment�e la

solution minimale d'un langage fon
tionnel expli
itement typ�e, non polymorphe, ave
 in
lusion de

types [7, 9℄. Les m�ethodes sont des fon
tions et l'h�eritage est obtenu par le sous-typage. Ce langage

poss�ede notamment des objets enregistrements non polymorphes ave
 in
lusion. Cette exp�erien
e

fut probante, et le langage FUN, 
on�
u en 1985 par Lu
a Cardelli et Peter Wegner [12℄ reprend les

id�ees essentielles d'Amber, mais ave
 un typage expli
ite au se
ond ordre.
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Quelques tentatives en ML

L'int�erêt d'une extension 
onservative de ML ave
 des objets est grand 
ar les langages de la famille

ML sont les seuls �a permettre une synth�ese automatique des types, 
e qui semble en
ore être un

avantage 
onsid�erable.

En 1987, Mit
hell Wand tenta d'introduire le typage des objets enregistrements en 
odant

l'h�eritage par du polymorphisme [59℄. H�elas 
ette solution est in
ompl�ete, et la rendre 
ompl�ete


onduit �a une explosion 
ombinatoire de l'algorithme de synth�ese de types [60℄. Elle reste n�eanmoins

int�eressante, notamment par
e qu'elle introduit une nouvelle op�eration sur les objets enregistrements

permettant de rajouter un 
hamp �x�e �a un enregistrement arbitraire. Elle peut �egalement être

�etendue �a une op�eration de 
ollage de deux objets enregistrements arbitraires, mais 
ette extension

retire aux programmes ML la propri�et�e de poss�eder un type prin
ipal, la rempla�
ant par l'obtention

d'ensembles 
omplets de types prin
ipaux.

L'ann�ee suivante, deux solutions tr�es voisines ont �et�e propos�ees ind�ependamment pour �eviter

l'explosion de la solution 
ompl�ete. Elles 
onsistent toutes deux �a restreindre l'utilisation de la r�egle

d'extension �a des enregistrements dont on 
onnâ�t tous les 
hamps. L'une propos�ee par Peter Bune-

man et Atsushi Ohori dans [48℄ est plong�ee dans un langage ave
 des op�erations propres aux bases

de donn�ees, et a �et�e implant�ee dans le langage Ma
hiavelli [50℄. L'autre propos�ee par Lalita A. Jate-

gaonkar et John C. Mit
hell dans [30℄ 
ompense partiellement 
ette restri
tion par un m�e
anisme

de sous-typage permettant de r�e
up�erer une partie de la puissan
e perdue par des d�e
larations de

relations d'in
lusion.

Le sous-typage dont il s'agit est dit stru
turel 
ar il respe
te la stru
ture des types et les 
oer
ions

de types n'ont ultimement lieu qu'entre types atomiques. Il a �et�e introduit par John C. Mit
hell

dans [43℄ puis repris dans [44℄. D'autres travaux sur l'ajout du sous-typage dans ML ont �egalement

�et�e men�es par Y-C. Fuh et Pratreek Mishra dans [23, 24℄ qui ont repris le sous-typage stru
turel

propos�e par John C. Mit
hell mais ave
 une appro
he di��erente, mettant �a jour des probl�emes

d'eÆ
a
it�e de l'algorithme de synth�ese de types.

Le sous-typage dans les langages d'ordre sup�erieur

Parall�element �a 
es tentatives d'introdu
tion d'op�erations sur les enregistrements ave
 h�eritage dans

ML, Lu
a Cardelli prolongea leur �etude dans des langages d'ordre sup�erieur [10℄. Ave
 John C.

Mit
hell, il propose dans [11℄ une extension des op�erations sur les re
ords ave
 des informations

n�egatives pour 
orriger 
ertaines faiblesses des syst�emes pr�e
�edents. Pavel Curtis �etend dans [17℄ les


ontraintes de sous-typages de FUN. Ce syst�eme beau
oup plus g�en�eral 
ontient en parti
ulier tous

les syst�emes de sous-typages propos�es pour ML. Une version restreinte permet d'�etendre simplement

le langage FUN de fa�
on �a bien 
oder les types r�e
ursifs [6℄.

Ce formalisme a �et�e utilis�e par John C. Mit
hell dans [45℄ pour d�e
rire un syst�eme de sous-

typage sp�e
ialis�e a des op�erations sur les objets. Il y est montr�e en parti
ulier que le 
odage de 
es

op�erations par des objets enregistrements n'est pas assez puissant, et qu'il est n�e
essaire d'introduire

des primitives sp�e
i�ques aux op�erations sur les objets. Les r�egles de typage sont di��erentes, mais

les m�e
anismes restent les mêmes.

De nombreux travaux ont �egalement �et�e e�e
tu�es pour donner des s�emantiques au sous-typage

et �a la programmation orient�ee par les objets.

De l'avenir de ML

L'extension syst�ematique des langages imp�eratifs traditionnels par des diale
tes objets et la multi-

tude des travaux sur des extensions objets ave
 h�eritage des langages fon
tionnels fortement typ�es

montrent l'int�erêt 
onsid�erable de 
es langages pour l'avenir. Mais si 
es extensions ont �nalement

r�eussi dans les langages d'ordre sup�erieur expli
itement typ�es, les tentatives dans le langage ML

ont �e
hou�e partiellement. Il y va de l'avenir des langages de la famille ML de savoir in
orporer 
es

notions tout en 
onservant leur 
ara
t�eristique essentielle qui est de permettre la synth�ese de types.

Les travaux pr�esent�es dans 
e do
ument ont �et�e motiv�es par la volont�e de relever 
e d�e� lan
�e �a

ML. Nous d�efendons la th�ese que le langage ML peut être �etendu tr�es naturellement ave
 des objets

enregistrements permettant de 
oder les op�erations �el�ementaires d'h�eritage sur les objets. Plutôt

que d'�epuiser les derni�eres ressour
es de ML, 
ette th�ese lui d�e
ouvre de nouvelles possibilit�es.
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Un 
hemin sinueux entre la pratique et la th�eorie

L'auteur souhaite d�evoiler le 
hemin parfois sinueux qui l'a men�e jusqu'�a l'�e
riture de 
e do
u-

ment, puisse 
ela être utile �a d'autres voyageurs ! L'ordre 
hronologique des prin
ipales �etapes est

s
rupuleusement respe
t�e, et l'interpr�etation personnelle r�eduite autant que possible.

Ce voyage a �et�e entrepris dans l'e�erves
en
e d�e
rite 
i-dessus, �a laquelle il 
onvient d'ajouter

un int�erêt tout parti
ulier au sein du projet Formel pour une extension du langage CAML par des

sommes et des produits �etiquet�es.

Les premi�eres id�ees

La d�e
ouverte de l'in
ompl�etude et la non terminaison de la m�ethode de Mit
hell Wand

1

en 
ollab-

oration ave
 Lauren
e Puel et Guy Cousineau a pr�e
is�e le premier obje
tif.

Il est diÆ
ile de d�e
rire �d�element la r�esolution de l'in
ompl�etude, mais le ve
teur prin
ipal

est sans doute la volont�e de 
apturer la disjon
tion des 
as par des variables suppl�ementaires. Les

premi�eres tentatives �e
hou�erent 
ar l'apparition de variables au 
ours du m�e
anisme de simpli�
a-

tion, rendait alors la terminaison de l'algorithme diÆ
ile �a entrevoir. La manipulation d'exemples

a montr�e que les variables apparaissant �etaient toujours des 
opies d'un même mod�ele sur des

�etiquettes di��erentes. L'intuition de la solution a �emerg�e tr�es rapidement d�es lors que l'on a a

ept�e

de raisonner sur des termes in�nis poss�edant une des
ription des 
hamps pour 
haque �etiquette.

Une premi�ere implantation de l'algorithme dans le langage CAML permit de 
on�rmer exp�erimentalement


ette intuition. Les stru
tures in�nies �etaient simul�ees par un 
odage semblable �a 
elui des stru
tures

paresseuses de CAML. Il faut re
onnâ�tre que 
ette implantation 
omportait quelques anomalies 
or-

rig�ees par la suite.

La formalisation dans le langage CAML posait le probl�eme de 
odage des stru
tures in�nies,

mais r�eguli�eres, dans une stru
ture �nie. Di��erents 
odages math�ematiques tr�es simples ont �et�e

envisag�es mais il �etait diÆ
ile de les relier �a des algorithmes d'uni�
ation 
onnus. Aussi la premi�ere

des
ription formelle s'appuie-t-elle sur l'intuition de stru
tures in�nies tout en exigeant que le nombre

d'�etiquettes soit �ni. Le probl�eme est �elimin�e mais pas r�esolu. Le 
as d'un ensemble in�ni d'�etiquettes

n'a jamais pos�e de probl�eme en pratique, et sa premi�ere implantation �etait d�ej�a tr�es pro
he de la

version �nale, mais sa formalisation a �et�e gel�ee faute d'une bonne repr�esentation alg�ebrique des

stru
tures in�nies.

Apr�es une r�evision de l'implantation et l'ajout des types r�e
ursifs une 
omparaison d�etaill�ee ave


les autres syst�emes existants a montr�e les limitations du 
odage de l'in
lusion par du polymorphisme,

posant la question de l'utilisation du même 
odage dans des syst�emes de typage plus puissants.

Des re
her
hes auxiliaires fru
tueuses

L'investigation des syst�emes ave
 types 
onjon
tifs [14℄ et des syst�emes ave
 sous-types, d�ebou
hant

sur deux solutions di��erentes, a beau
oup aid�e �a la 
ompr�ehension des m�e
anismes d'in
lusion et,

s'il en reste tr�es peu de tra
es apparentes dans 
e do
ument, elle l'a 
ertainement in
uen
�e de fa�
on

indire
te. La premi�ere solution est la d�e
ouverte des syst�emes de typage

2

ML

R

param�etr�es par une

relation de �-r�edu
tion R 
on
uente et n�th�erienne. Le typage d'un terme 
onsistant �a e�e
tuer

la r�edu
tion R de 
e terme et �a typer la forme 
anonique obtenue dans le lambda-
al
ul pur. Le

langage ML est obtenu en prenant pour R la r�edu
tion de tous les radi
aux marqu�es par des let

dans le programme sour
e. Cette derni�ere solution a �et�e abandonn�ee 
ar on ne 
onnâ�t d'algorithme

eÆ
a
e pour d�e
ider du typage dans 
es syst�emes que pour des relations R sans int�erêt. La se
onde

solution est l'adaptation du 
odage dans une extension de ML ave
 sous-typage stru
turel. Mais

l'ineÆ
a
it�e des algorithmes de sous-typage stru
turel [23℄ �etait inqui�etante. Une petite �etude de

l'in
lusion stru
turelle aboutissait �a de nombreuses simpli�
ations des algorithmes existants. Une

implantation s'imposait.

Cela 
onduisit �a la re
her
he d'un algorithme eÆ
a
e pour le langage ML lui-même. La solution

d�e
rite dans 
e do
ument est apparue en essayant d'e�e
tuer le 
al
ul de l'uni�
ation dire
tement

sur des types g�en�eriques plutôt que de prendre sans 
esse des instan
es de types g�en�eriques que

l'on g�en�eralise apr�es les 
al
uls. Eviter la 
opie restait tr�es diÆ
ile et demandait au minimum une

1

Cette �etude de l'arti
le de Mit
hell Wand est tout �a fait ind�ependante de 
elle des personnes 
it�ees dans [60℄.

2

Ces syst�emes ont �et�e red�e
ouverts ind�ependamment par Paris Kanellakis.
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gestion 
omplexe de 
opies lo
ales ; en revan
he 
ette �etude a mis en �eviden
e la possibilit�e de


al
uler les variables g�en�eralisables de fa�
on in
r�ementale. La formalisation de 
e 
al
ul par un

probl�eme d'uni�
ation 
lassique fut imm�ediate.

Cette maquette a montr�e que les 
al
uls de la g�en�eralisation pouvaient être tr�es lo
alis�es, et d'un


oût ind�ependant du 
ontexte dans lequel ils �etaient e�e
tu�es. C'est justement 
ette sensibilit�e au


ontexte qui rendait parti
uli�erement ineÆ
a
es les algorithmes de synth�ese en pr�esen
e de relations

de sous-typage. L'exploitation de l'id�ee pr�e
�edente a 
onduit �a e�e
tuer lo
alement les simpli�
ations

des ensembles de 
ontraintes plutôt que de les retarder. En maintenant une stru
ture de graphe ave


pointeurs arri�ere, les simpli�
ations de 
omplexit�e lin�eaire par rapport �a la taille du graphe se sont

av�er�ees suÆsantes pour obtenir des formes 
anoniques presque minimales. Ce que d'ailleurs l'�etude

th�eorique permettait de deviner. Cette maquette s'est r�ev�el�ee être tr�es eÆ
a
e, puisque d'eÆ
a
it�e


omparable en moyenne au 
as sans in
lusion.

L'ajout des enregistrements �a 
ette maquette r�ev�ela un d�efaut dans le 
odage des stru
tures

in�nies. Les mod�eles, sortes de gla�
ons �a l'int�erieur desquels on ne peut entrer qu'en les d�egelant,

rendaient plus diÆ
ile la gestion des pointeurs arri�ere.

La formulation �nale

Ce fut le moment de formaliser d�e�nitivement les stru
tures in�nies. Il fallait expliquer le 
lonage

du mod�ele par des op�erations alg�ebriques, en essayant de rendre les mod�eles aussi transparents que

possible. Le 
lonage produit deux 
opies, l'une �etant le type du 
hamp extrait, l'autre devenant le

nouveau mod�ele. L'expli
ation du 
lonage devint �evidente d�es lors qu'est apparue la n�e
essit�e de le

d�e
ouper en op�erations atomiques. En e�et, le 
lonage d'une variable 
orrespond �a une substitution.

Le 
lonage d'un terme s'obtient par 
lonage de ses variables et par s�eparation des termes 
lon�es par

des �equations permettant de distribuer la \
olle" sur les symboles de types.

La formulation 
ompl�ete se ram�ene �a l'�etude de la th�eorie �equationnelle form�ee des �equations de


lonage. Le formalisme de standardisation de l'uni�
ation dans les th�eories �equationnelles de Claude

Kir
hner pr�esent�e dans [36℄ est apparu bien adapt�e. En tant qu'extension de l'algorithme de Martelli

et Montanari [42℄, il 
onduit �a des algorithmes d'uni�
ation eÆ
a
es. Il fallut n�eanmoins d�evelopper

une m�ethode nouvelle pour montrer que la th�eorie de 
lonage �etait syntaxique.

Ce 
hemin se termine par le r�eajustement de l'implantation au formalisme 
i-dessus, 
e qui a

permis de rempla
er la gestion parti
uli�ere des mod�eles par deux transformations de mutation tr�es

simples.

Si l'auteur peut se permettre de juger de 
e par
ours, l'alternan
e permanente entre la formu-

lation et l'implantation lui semble avoir �et�e extrêmement fru
tueuse. Notamment le sou
i d'avoir

une implantation eÆ
a
e, qui imposent �a la th�eorie d'être simple plutôt que de la 
ompliquer.

Il tient �egalement �a souligner l'importan
e des travaux auxiliaires pratiques ou th�eoriques qui

même s'ils n'ont pas dire
tement d�ebou
h�e lui ont sembl�e am�eliorer 
onsid�erablement sa per
ep-

tion des probl�emes. En revan
he, il semble qu'avoir retard�e la formulation du 
as d'un ensemble

in�ni d'�etiquettes ait �et�e une erreur. Mais il n'est pas possible de rejouer la partie, même �
tivement

pour v�eri�er 
ette hypoth�ese.

Plan de 
et ouvrage

Les r�esultats prin
ipaux

Le r�esultat prin
ipal est la d�e
idabilit�e et le 
as �e
h�eant l'existen
e d'un type prin
ipal pour l'extension

�ML du langage ML ave
 des objets enregistrements, �enon
�e par le th�eor�eme 14 dans le 
hapitre 4.

Ce r�esultat d�e
oule imm�ediatement de deux r�esultats se
ondaires ind�ependants et plus g�en�eraux.

Le premier est la d�e
idabilit�e du typage dans une extension KAML de ML o�u les types sont ave


sortes et munis d'une th�eorie �equationnelle r�eguli�ere et d�e
idable, �enon
�ee par le th�eor�eme 7 dans

le 
hapitre 3. Le se
ond est la d�e
idabilit�e de l'uni�
ation dans la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es

�enon
�ee par le th�eor�eme 9 dans le 
hapitre 4.
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Trois th�emes

Le premier 
hapitre rappelle les r�esultats g�en�eraux sur les alg�ebres de termes et pr�esente les prin
i-

pales notations.

Le se
ond 
hapitre est 
onsa
r�e �a l'�etude de l'uni�
ation dans les th�eories �equationnelles et repose

essentiellement sur les travaux de Claude Kir
hner pr�esent�es dans [36℄. Les deux premi�eres parties

reprennent l'essentiel du formalisme, mais parfois de fa�
on plus abstraite a�n de pouvoir appliquer les

r�esultats �a deux 
as non standards. Dans la troisi�eme partie, nous �etudions un ensemble d'uni�
andes

non standard : nous asso
ions un degr�e �a 
haque terme, et nous exigeons que les substitutions

diminuent les degr�es. Cette �etude trouvera son appli
ation dans le 
hapitre 3. La derni�ere partie est


onsa
r�ee �a l'�etude des th�eories syntaxiques. Nous y reprenons les d�e�nitions de Claude Kir
hner,

et nous d�eveloppons un outillage d'�etude de la r�esolvan
e d'un ensemble d'axiomes plus g�en�eral que


elui de [36℄. Cet outillage sera utilis�e dans le 
hapitre 4. Nous pensons qu'il peut être utile dans

d'autres th�eories �equationnelles, et qu'il peut 
onduire �a une m�ethode de 
ompl�etion �equationnelle.

Le troisi�eme 
hapitre d�e
rit la synth�ese de types dans le langage ML. Le typage de ML est �etendu

ave
 des types munis de sortes et dans une th�eorie �equationnelle r�eguli�ere et d�e
idable. Le r�esultat

obtenu est la d�e
idabilit�e du typage, et l'obtention d'un type prin
ipal dans le 
as d'une th�eorie pour

laquelle l'uni�
ation est d�e
idable et unitaire. Cela �etend don
 le r�esultat de Damas-Milner [18℄. La

preuve est en deux �etapes. La premi�ere �etape 
onsiste �a transformer progressivement le syst�eme

d'inf�eren
e initial de fa�
on �a obtenir un syst�eme �equivalent dirig�e par la syntaxe, et dans lequel la

r�egle de g�en�eralisation a �et�e dispers�ee dans 
ha
une des autres r�egles. Le syst�eme �nal est ensuite


onsid�er�e 
omme l'op�eration de validation de relations de typage 
onsid�er�ees 
omme des uni�
andes.

Nous d�e�nissons un ensemble de transformations des relations de typage qui permet de r�eduire un

probl�eme de typage quel
onque en un syst�eme de multi-�equations. Cette m�ethode a l'avantage de

s�eparer le 
ontrôle du m�e
anisme de r�edu
tion. En parti
ulier 
ertaines op�erations pourraient être

men�ees en parall�eles.

Dans le dernier 
hapitre, nous utilisons les r�esultats pr�e
�edents pour �etendre ML ave
 des objets

enregistrements permettant des op�erations d'h�eritage. Nous supposons d'abord que l'ensemble des

�etiquettes est �ni. Apr�es une appro
he intuitive du probl�eme d'h�eritage et de sa solution, nous

donnons une formalisation simple dans une extension de ML ave
 des sortes mais sans �equation.

Les id�ees de 
ette partie ont �et�e pr�esent�ees dans [52℄. Une analyse intuitive de l'extension �a un

ensemble in�ni d'�etiquettes permet de motiver l'introdu
tion des alg�ebres tou�ues. La plus simple

des alg�ebres tou�ues permet de repr�esenter de fa�
on �nie des tuples in�nis ultimement r�eguliers,

mais elle ne sera pas suÆsante pour d�e
rire le typage des objets enregistrements. En parti
ulier la

n�e
essit�e de pouvoir extraire les brins par nom plutôt que par position, 
onduira �a l'alg�ebre tou�ue

�a brins �etiquet�es. Les termes tou�us ont une repr�esentation redondante. Nous d�e�nissons des termes


anoniques et nous introduisons une op�eration d'expansion qui permet toujours de se ramener �a

une forme 
anonique. Nous montrons que deux termes �egaux �a un renommage et une expansion

pr�es auront le même 
omportement dans un probl�eme d'uni�
ation. Nous donnons �nalement une

formalisation 
ompl�ete et g�en�erale du typage des objets enregistrements.

On trouvera en annexe une extension des alg�ebres tou�ues �a des alg�ebres !-tou�ues, o�u une

tou�e pourra elle-même être tou�ue, et la des
ription 
ompl�ete de deux maquettes de synth�etiseurs

de types d�evelopp�ees dans le langage CAML [16, 62℄. La premi�ere d�etaille sur le noyau de ML

le fon
tionnement des di��erents algorithmes. La se
onde est une extension pour un langage ave


�ltrage, d�e
larations de types et objets enregistrements.

Pour une le
ture non lin�eaire

Les trois 
hapitres prin
ipaux sont pr�esent�es dans leur ordre de d�ependan
e. Les r�esultats du


hapitre 2 sont utilis�es dans les 
hapitres 3 et 4 et 
eux du 
hapitre 3 permettent de 
on
lure

dans le 
hapitre 4. Mais 
ha
un de 
es 
hapitres peut être lu s�epar�ement.

L'ordre logique est souvent 
ontradi
toire ave
 une appro
he p�edagogique et intuitive. Pour


haque 
hapitre, un paragraphe en d�e
rit tr�es bri�evement son 
ontenu et sa position dans la 
om-

position �nale. Lorsque 
ela a sembl�e utile, nous avons �egalement ajout�e une 
ourte pr�esentation

informelle, a�n de motiver le le
teur et de l'aider �a se forger sa propre intuition. Bien souvent, 
es

expli
ations font r�ef�eren
e �a des appli
ations ult�erieures et il est tout �a fait possible de s'y reporter

pour pr�e
iser ses intuitions.
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Le 
hapitre prin
ipal est bien sûr le 
hapitre 4. Les parties 4.1 et 4.2 donnent une appro
he

progressive de la solution tout en montrant les diÆ
ult�es, et justi�ent les �etudes pr�e
�edentes. La

solution �nale dans la partie 4.6 est a

ompagn�ee d'un petit �e
hantillon d'exemples permettant une

double le
ture. C'est une bonne introdu
tion pour le le
teur non averti qui y d�e
ouvrira l'intuition

d'une solution d'une simpli
it�e myst�erieuse pouvant le motiver �a une �etude plus approfondie. Le

le
teur 
on�rm�e assistera �a l'assemblage des di��erentes 
omposantes.
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Chapitre 1

Rappels et notations

Ce 
ourt 
hapitre pr�esente les formalismes 
onnus et les notations utilis�ees dans 
ette th�ese.

1.1 Notations

1.1.1 Ensembles

On note IN l'ensemble des entiers naturels et IN

+

l'ensemble des entiers stri
tement positifs.

L'ensemble des entiers de 1 �a p est not�e [1; p℄.

Un p-uplet est un produit de n �el�ements not�e indi��eremment (x

1

; : : : x

p

) ou (x

i

)

i2[1;p℄

. Lorsque

p est pr�e
is�e par le 
ontexte, on pourra simplement noter (x

i

). La i-�eme 
omposante d'un p-uplet

x, d�e�nie pour i inf�erieur ou �egal �a p est not�ee x

=i

. Le 0-uplet est not�e �. Un 
ouple est un 2-uplet.

L'ensemble des p-uplets homog�enes (ou suites �nies) d'�el�ements d'un ensemble E est not�e E

�

.

En g�en�eral, nous d�esignerons les p-uplets de E

�

par les lettres u, v et w et les �el�ements de E par les

lettres x, y et z. La 
on
at�enation des p-uplets u et v est simplement not�ee uv.

Un multi-ensemble est une appli
ation d'un ensemble E dans IN

+

. Il est �ni si et seulement E

est �ni. Lorsque qu'un multi-ensemble est �ni, on peut le repr�esenter par �enum�eration 
omme un

ensemble dans lequel l'ordre n'a pas d'importan
e, mais plusieurs �el�ements identiques ne sont pas


onfondus.

Un doublet est un ensemble de 
ardinal 2.

1.1.2 Fon
tions

Soit ' une fon
tion de E vers F .

� Pour tout sous-ensemble E

0

de E, on note ' j

�

E

0

, la restri
tion de ' �a E

0

.

� On note '

(�1)

la fon
tion de F dans P(E) qui asso
ie �a 
haque �el�ement y de F l'ensemble

fx j y = '(x)g:

� On note '

�1

la relation sur F �E d�e�nie par

'

�1

(y; x) () y = '(x)

Si ' est inje
tive, 
ette relation est une fon
tion.

1.2 Alg�ebres et termes de premier ordre

1.2.1 Signatures

D�e�nition 1.1 Soit K un ensemble non vide d�enombrable dont les �el�ements seront appel�es sortes

et not�es � et �. Les p-uplets de sortes seront d�esign�es par les lettres � et $ et not�es �

1


 : : : �

p

. Une

signature sur K est un 
ouple not�e � ) � form�e d'un p-uplet de sortes � et d'une sorte �. L'entier p

est appel�e arit�e de la signature.

17
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D�e�nition 1.2 Une pr�esentation est un triplet � 
ompos�e d'un ensemble de sortesK, d'un ensemble

d�enombrable de symboles C et d'une fon
tion totale � de C dans l'ensemble des signatures sur K. On

dit aussi que � est une signature de C sur K. On note & et & respe
tivement la premi�ere proje
tion

et la se
onde proje
tion de la fon
tion �.

Si � ) � est l'image d'un symbole f par �, on note aussi f : � ) �, et on dit que f est de

signature � ) � et de la sorte �. Deux symboles f : � ) � et g : $ ) � sont dits homog�enes. On note

%(f) l'arit�e de �, aussi appel�e arit�e de f . Un symbole d'arit�e nulle est dit 
onstant et un symbole

d'arit�e un est dit monadique. On d�esignera les symboles d'arit�e quel
onque par les lettres f , g et h

et les 
onstantes par les lettres a, b et 
.

On dit aussi que l'ensemble des symboles C est sign�e sur K. Lorsque K est un singleton, alors la

fon
tion signature est enti�erement d�e�nie par la fon
tion arit�e. La pr�esentation est alors simplement

gradu�ee.

D�e�nition 1.3 Soit K un ensemble de sortes. Un K-ensemble est un ensemble A muni d'une appli-


ation, appel�ee A-sorte et not�ee &

A

, de A dans K. Si � est une sorte, on note A

�

l'ensemble &

(�1)

A

(�) des

�el�ements de A de la sorte �, et A

(�

1

;:::�

p

)

le produit 
art�esien A

�

1

� : : : A

�

p

. On dit que le K-ensemble

A a la propri�et�e toujours p si pour toute sorte �, l'ensemble A

�

a la propri�et�e p. Une K-fon
tion est

une fon
tion ' d'un K-ensemble A vers un K-ensemble B v�eri�ant &

A

= &

B

Æ '.

1.2.2 �-alg�ebres

Soit K un ensemble de sortes, C un ensemble de symboles et � une pr�esentation de C sur K.

D�e�nition 1.4 On appelle �-alg�ebre un 
ouple (A;�

A

) o�u A est un K-ensemble toujours non vide

et �

A

est une fon
tion qui �a 
haque �el�ement de f de signature � ) � de C asso
ie une fon
tion de

A

�

dans A

�

not�e f

�

A

.

D�e�nition 1.5 On appelle homomorphisme de l'alg�ebre (A;�

A

) sur l'alg�ebre (B;�

B

) toute K-

appli
ation ' de A dans B telle que pour tout symbole f de signature �

1


 : : : �

p

) � de C,

'

�

(f

�

A

(a

i

)

i2[1;p℄

) = f

�

B

('

�

i

(a

i

))

i2[1;p℄

D�e�nition 1.6 Soit V un K-ensemble don
 les �el�ements seront appel�es variables. Une �-alg�ebre

(A;�

A

) est dite libre sur V si :

1. V � A

2. Pour toute �-alg�ebre (B;�

B

), toute K-fon
tion de V dans B s'�etend en un homomorphisme

de (A;�

A

) dans (B;�

B

).

Th�eor�eme 1 A un isomorphisme pr�es, il existe une et une seule �-alg�ebre libre sur un K-ensemble

V �x�e. Elle est not�ee T (C;V) ou simplement T lorsque C et V sont pr�e
is�es par le 
ontexte.

1.2.3 Arbres

Soit � une pr�esentation de C sur K et V un K-ensemble de variables.

D�e�nition 1.7 On appelle arbre de signature � sur l'ensemble de variables V une appli
ation �

d'un sous-ensemble de IN

�

+

appel�e domaine de � et not�e dom (�) dans C [ V v�eri�ant les propri�et�es

suivantes :

1. 8u 2 dom (�); 8x 2 IN

+

; ux 2 dom (�) () u 2 dom (�) ^ �(u) 2 C ^ x 2 [1; %(�(u))℄

2. 8u 2 dom (�); 8x 2 IN

+

; ux 2 dom (�) =) &(�(ux)) = &(�(u))

=x
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Un arbre est �ni si son domaine est �ni, vide si son domaine est vide. Le domaine d'un arbre non

vide 
ontient toujours �. Les �el�ements du domaine d'un arbre � sont aussi appel�es o

urren
es de �.

L'ensemble des arbres est not�e A. La sorte d'un arbre �, �egale �a &(�(�)) est simplement not�ee &(�).

Deux arbres de même sorte sont dits homog�enes.

On note Top (�) le symbole ou la variable �a l'o

urren
e � de l'arbre �. Si 
'est un symbole f ,

on dit aussi que � a le symbole f en tête.

Si f est un symbole d'arit�e p et (T

i

)

i2[1;p℄

sont des ensembles de termes on note parfois f(T

i

)

l'ensemble des termes ayant le symbole f en tête et leurs i-�emes sous-termes dire
ts dans T

i

.

D�e�nition 1.8 Soit � un arbre et u un �el�ement de dom (�). Le sous-arbre de � �a l'o

urren
e u

est l'arbre, not�e �

=u

, d�e�ni sur l'ensemble des o

urren
es

fv j uv 2 dom (�)g

par �

=u

(v) = �(uv). Si i est un entier dans [1; %(�(�))℄, �

=x

est le appel�e le i-�eme sous-arbre dire
t

de �.

Notation Soit � un arbre et � un sous-arbre de �. On note O(�; �) l'ensemble �

(�1)

(�) dit ensemble

des o

urren
es de � dans �. Deux o

urren
es non pr�e�xes l'une de l'autre sont dites disjointes. Le

domaine d'un arbre � est parfois not�e O(�). On note O

C

(�) l'ensemble �

(�1)

(C) des o

urren
es non

variables de � et O

V

(�) 
elui des o
uurren
es variables.

L'ensemble des variables d'un arbre �, not�e V(�), est �egal �a �(O(�))\V . Par extension, si U est un

ensemble

V(U) =

[

x2U

V(x):

On notera V(W ) l'ensemble V n V(W ) des variables en dehors de W , et parfois même simplement

W .

D�e�nition 1.9 Soit � et � sont deux arbres et u une o

urren
e de �. On note �[�=u℄ l'arbre d�e�ni

par

�

�[�=u℄(w) = �(v) si u est un pr�e�xe de w et w = uv,

�[�=u℄(w) = �(w) si u et w sont disjointes.

Proposition 1.1 L'ensemble des arbres �nis non vides sur C [ V est isomorphe �a T (C;V).

Soit � un arbre �ni non vide.

� Si Top (�) est une variable �, alors dom (�) = f�g et on note h�i l'arbre �el�ementaire �.

� Sinon Top (�) est un symbole f et le domaine de � est �egal �a :

dom (�) = f�g [ fxu j x 2 [1; %(Top (�))℄ ^ u 2 dom �

=i

g

On note hf(�

=i

)

i2[1;%(f)℄

i l'arbre �.

A un arbre �ni non vide � 
orrespond don
 un terme ' r�e
ursivement d�e�ni par :

� '(h�i) = �

� '(hf(�

=i

)

i2[1;p℄

i) = f('(�

=i

))

i2[1;p℄

Nous d�esignerons les variables par les lettres �, �, 
 et Æ et les termes ou arbres par les lettres �, � ,

� et �.

D�esormais, nous ne 
onsid�ererons que des arbres �nis ou termes.

D�e�nition 1.10 Une pond�eration de l'ensemble de symboles C est une appli
ation de C dans IN

telle que tout symbole d'arit�e non nulle ait un poids non nul. Soit p une pond�eration. La taille pour

la pond�eration p est l'appli
ation � de T (C;V) dans IN , r�e
ursivement d�e�nie par :
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1. �(V) = 0

2. �(f(�

i

)

i2[1;%(f)℄

) = p(f) +

P

i2[1;%(f)℄

�(�

i

)

La taille d'un sous-arbre est toujours stri
tement plus petite que la taille de l'arbre entier. Par

d�efaut, la pond�eration est la fon
tion 
onstante 1.

1.2.4 Substitutions

Des r�esultats g�en�eraux sur les substitutions peuvent être trouv�es dans [21℄.

D�e�nition 1.11 Une substitution est une K-appli
ation totale de V dans le K-ensemble T �egale

�a l'identit�e presque partout. Une substitution s'�etend don
 en un homomorphisme dans T . Les

substitutions seront d�esign�ees par les lettres �, � et �. L'ensemble des substitutions est not�e S. La


omposition des substitutions � et � est not�ee � Æ � ou de fa�
on 
on
ise ��. L'appli
ation de la

substitution � au � est not�ee �(�) ou de fa�
on 
on
ise ��. Ave
 les notations 
on
ises, on a

(��)� = �(��);

et l'on omettra les parenth�eses.

Le domaine d'une substitution � �egal �a

f� 2 V j �� 6= �g;

est not�e D(�). La substitution de domaine vide est not�ee id. On note (� 7! �) la substitution

�el�ementaire de domaine f�g qui asso
ie le terme � �a �. L'ensemble des variables introduites �egal �a

V(D(�)�) est not�e I(�). On notera aussi

� : V ! W () D(�) � V ^ �(V ) �W:

La restri
tion d'une substitution � �a un ensemble de variables W est la substitution �egale �a � sur

D(�) \W et l'identit�e partout ailleurs.

Un renommage est une substitution dont l'image est in
luse dans V et inje
tive sur son domaine.

Les renommages seront repr�esent�es par � et �. La r�e
iproque d'un renommage � est �egale �a �

�1

sur

I(�) et l'identit�e partout ailleurs. Par abus on la notera simplement �

�1

. On a seulement l'�egalit�e

�

�1

Æ � j

�

D(�) = id � Æ �

�1

j

�

I(�) = id

La somme de deux substitutions � et � de domaines disjoints est la substitution not�ee �+ � d�e�nie

par :

� 7!

(

�� si � 2 dom (�)

�� si � 2 dom (�)

� sinon

1.2.5 Alg�ebres de termes ordo-sort�ee

Pour une 
lassi�
ation des alg�ebres multi-sort�ees on pourra se reporter �a [53, 54℄. Des r�esultats

g�en�eraux sur les alg�ebres ordo-sort�ees sont pr�esent�es dans [57, 54℄. Un formalisme plus pro
he de


elui que nous utiliserons est d�e
rit dans [38℄.

Les pr�esentations que nous avons 
onsid�er�ees pr�e
�edemment sont uni-sort�ees. On peut �etendre les

d�e�nitions �a des pr�esentations multi-sort�ees, en rempla�
ant la fon
tion de signature par une relation

quel
onque, mais on demandera souvent que l'arit�e reste une fon
tion. Les alg�ebres obtenues sont

dites multi-sort�ees.

Dans la suite on mentionnera dans des remarques ou exemples les alg�ebres ordo-sort�ees. Une

pr�esentation ordo-sort�ee est une pr�esentation multi-sort�ee munie d'un ordre partiel � sur les sortes.
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Informellement, si K est un ensemble de sortes, � une signature ordo-sort�ee sur K, et V un

K-ensemble de variables, on 
onstruit les �-termes en respe
tant les sortes 
omme pour 
onstruire

les arbres �nis, mais on a maintenant pour tout terme � la r�egle

� : � � � �

� : �

Une �-substitution � est en
ore d�e�nie 
omme une fon
tion totale de V dans T respe
tant les sortes,


'est-�a-dire pour toute variable �,

� : � =) �� : �

en tenant 
ompte bien sûr de la r�egle pr�e
�edente.

1.2.6 Th�eories �equationnelles et uni�
ation

Des r�esultats g�en�eraux sur les th�eories �equationnelles et l'uni�
ation peuvent être trouv�es dans [22,

56℄ et [40℄.

D�e�nition 1.12 Soit A un ensemble de 
ouples de termes homog�enes, not�es �

:

= � et appel�es

axiomes. La th�eorie �equationnelle A est la plus petite 
ongruen
e sur T , not�ee =

A

et appel�ee A-

�egalit�e, 
ontenant toutes les paires ��

:

= ��, o�u �

:

= � par
ourt A et � par
ourt S. On dit �egalement

que A est une pr�esentation de la th�eorie �equationnelle A.

La th�eorie A est r�eguli�ere si deux termes A-�egaux ont toujours mêmes ensembles de variables.

Elle est potente s'il existe un terme variable A-�egal �a un terme non variable. Elle est triviale si tous

les termes sont A-�egaux.

La A-�egalit�e est �etendue aux substitutions par :

� =

A

� () 8� 2 V ; �� =

A

��

On �e
rit aussi pour tout ensemble de variables W ,

� =

W

A

� () 8� 2W;�� =

A

��

Une substitution � est A-plus petite qu'une substitution � sur l'ensemble de variables W ,

� <

W

A

� () 9� 2 S; �� =

W

A

�

Par d�efaut W est l'ensemble V tout entier et est omis.

Th�eorie vide

Deux termes � et � sont dits �-�equivalents, et on note � � � si 
ha
un est plus petit que l'autre.

Deux termes � et � sont dits uni�ables s'il existe une substitution �, appell�ee un uni�
ateur de

� et � telle que �� et �� soient �egaux. Pour tous termes � et � uni�ables, il existe un plus petit

uni�
ateur de � et � appel�e uni�
ateur prin
ipal.

Nous donnerons une d�e�nition plus g�en�erale valable �egalement dans les th�eories �equationelles

dans le 
hapitre suivant.

1.2.7 Syst�emes de r�e�e
riture

Les propri�et�es g�en�erales des syst�emes de r�e�e
riture et leur utilisation dans des th�eories �equationnelles

sont rassembl�ees dans [29, 19℄

D�e�nition 1.13 Une r�egle de r�e�e
riture est un 
ouple homog�ene de termes, not�e g �! r. Un syst�eme

de r�e�e
riture est un ensemble R de r�egles de r�e�e
ritures.

D�e�nition 1.14 Soit R un syst�eme de r�e�e
riture. Un terme � se R-r�eduit en une �etape sur un

terme � si

9g �! d 2R; 9� 2 S; 9u 2 O(�); �

=u

= g� ^ � = �[d�=u℄:

et on note �

R

���! � . On note

R �

����! la fermeture transitive de

R

���!.
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D�e�nition 1.15 Soit R une relation sur un ensemble E et R

�

sa fermeture transitive.

1. R est noethrienne s'il n'existe pas de 
hâ�ne in�nie x R y R : : :.

2. R est lo
alement 
on
uente si

8(x; y; z) 2 E

3

; x R y ^ x R z =) (9t 2 E; y R

�

t ^ z R

�

t)

3. R est 
on
uente si

8(x; y; z) 2 E

3

; x R

�

y ^ x R

�

z =) (9t 2 E; y R

�

t ^ z R

�

t)

Proposition 1.2 Th�eor�eme de Newmann Une relation lo
alement 
on
uente et n�th�erienne est


on
uente.

L'�etude de la 
on
uen
e lo
ale d'une relation de r�e�e
riture peut se ramener �a l'�etude de la relation

sur un ensemble restreint de termes.

D�e�nition 1.16 Soit deux r�egles g �! d et g

0

�! d

0

. Supposons qu'il existe une o

urren
e u de g

telle que g

=u

ne soit pas une variable et g

=u

et g

0

soient uni�ables. Soit � un uni�
ateur prin
ipal

de g

=u

et g

0

. Ces deux r�egles d�eterminent la paire 
ritique (g[d

0

�=u℄�; d�).

Proposition 1.3 Une relation de r�e�e
riture R est lo
alement 
on
uente si, quelle que soit la paire


ritique (�; �) entre deux r�egles de R, il existe un terme � tel que

�

R �

����! � ^ �

R �

����! �:

D�e�nition 1.17 Un syst�eme de r�e�e
riture est dit 
anonique si il est 
on
uent et n�th�erien.



Chapitre 2

Uni�
ation dans les th�eories

�equationnelles

Ce 
hapitre pr�esente le formalisme qui sera utilis�e tout au long de 
ette th�ese pour extraire des

algorithmes d'uni�
ation. C'est essentiellement une reformulation des r�esultats de C. Kir
hner sur

la standardisation de l'uni�
ation �equationnelle [36, 37℄, mais 
eux-
i sont pr�esent�es dans un 
adre

un peu plus abstrait, puis appliqu�es �a des 
as parti
uliers.

Ce 
hapitre se 
ompose de 
inq parties. Dans la premi�ere partie nous introduisons une notion

d'uni�
ande plus abstraite que 
elle habituellement utilis�ee. Notre but n'est pas d'�etudier les pro-

pri�et�es abstraites de 
es uni�
andes 
omme dans [55℄, mais simplement de pouvoir 
onsid�erer 
omme

uni�
andes di��erentes sortes d'objets et les m�elanger harmonieusement. Dans la se
onde partie nous

d�e
rivons des propri�et�es tr�es g�en�erales sur 
es uni�
andes, ind�ependantes de la th�eorie �equationnelle


onsid�er�ee.

Dans les deux parties suivantes, nous 
onsid�erons des uni�
andes parti
uliers. Nous retrouvons

d'abord les r�esultats usuels pour l'ensemble des multi-�equations de termes d'une �-alg�ebre, puis

nous �etudions les uni�
andes hi�erar
his�es qui sont un 
as tr�es parti
ulier d'alg�ebre ordo-sort�ee. Les

uni�
andes hi�erar
his�es 
ontraints permettront un 
al
ul in
r�emental sur les sortes, 
e qui sera �a la

base de l'algorithme eÆ
a
e de synth�ese de types pour ML pr�esent�e dans le 
hapitre suivant.

Dans la 
inqui�eme partie nous �etudions les th�eories syntaxiques, en reprenant les d�e�nitions

de [36℄, parfois de fa�
on plus atomique, mais l'ajout essentiel est l'introdu
tion d'un formalisme

d'�etude de 
onditions suÆsantes pour qu'une pr�esentation �equationnelle soit r�esolvante ; nous ap-

pliquons 
ette m�ethode dans un 
as parti
ulier qui sera utilis�e dans le 
hapitre 4.

La pr�esentation �etant devenue tr�es di��erente de 
elle de [36℄, nous regrettons de ne pouvoir

rappeler les r�esultats de C. Kir
hner sans 
hanger les notations, 
e qui risquerait trop de perdre le

le
teur.

Hypoth�eses Dans tout 
e 
hapitre, nous 
onsid�erons une pr�esentation � de C sur K et la �-alg�ebre

T (C;V). L'ensemble de toutes les substitutions est not�e S.

2.1 Uni�
andes

2.1.1 Substitutions admissibles

Les alg�ebres ave
 sortes ne permettent pas toujours de 
ontrôler de fa�
on suÆsamment pr�e
ise

l'ensemble des termes que l'on peut 
onstruire. Les alg�ebres ordo-sort�ees permettent de 
ombler


ette la
une. Dans toute 
ette partie nous ne voulons pas tant 
ontrôler la formation des termes que

l'ensemble des substitutions que l'on veut autoriser. La d�e�nition suivante plus abstraite que 
elle

d'alg�ebre ordo-sort�ee ne 
her
he pas �a d�e�nir un nouveau 
on
ept, mais simplement �a pr�e
iser les


onditions n�e
essaires pour les preuves qui suivent.

D�e�nition 2.1 Un sous-ensemble S

a

de S est dit admissible si :

1. 8� 2 S

a

; 8� 2 S

a

; �� 2 S

a

23
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2. 8� 2 S

a

; 8W � V ; � j

�

W 2 S

a

3. Pour toute variable � il existe une in�nit�e de variables � telles que (� 7! �; � 7! �) soient

dans S

a

.

Les �el�ements de S

a

sont alors appel�es substitutions admissibles.

La derni�ere 
ondition est une 
ondition te
hnique permettant d'assurer qu'il y a suÆsamment de

renommages admissibles :

D�e�nition 2.2 On appelle renommage admissible tout renommage � de S

a

tel que �

�1

soit aussi

dans S

a

.

D�e�nition 2.3 On appelle 
opie d'un ensemble de variables V tout ensemble K-isomorphe �a V

par un K-isomorphisme ' dont toutes les restri
tions �a des parties �nies sont des renommages

admissibles. On appelle prote
tion d'un ensemble �ni de variables W tout ensemble �ni de variables


ontenant W .

La derni�ere 
ondition de la d�e�nition pr�e
�edente assure que tout ensemble de variables W

0

puisse

être 
opi�e en dehors d'un ensemble �ni W . En e�et, 
omme V est d�enombrable les variables de W

0

peuvent être num�erot�ees �a partir de 0. Pour 
haque variable �

i

, il existe une variable �

i

prise en

dehors de W et distin
te de toutes les variables �

j

et �

j

pour j stri
tement plus petit que i, telle

que (�

i

7! �

i

; �

i

7! �

i

) soit admissible. La fon
tion ' : �

i

7! �

i


opie W

0

en dehors de W .

Proposition 2.1 Lorsqu'elle est d�e�nie la somme de deux substitutions admissibles est admissible.

D�emonstration Soit � et � deux substitutions de domaines disjoints. Soit W une prote
tion de

D(�), I(�) et I(�). L'ensemble I(�) \D(�) peut être 
opi�e en dehors de W par une substitution �.

On a

�+ � = (�� j

�

D(�))��

�1

j

�

D(�) [D(�)

Exemple 2.1 Si � est une pr�esentation de C sur K, et V un K-ensemble de variables, l'ensemble des

�-substitutions dans l'ensemble T (C;V) peut être 
onsid�er�e 
omme un ensemble de substitutions

admissibles dans l'alg�ebre non sort�ee asso
i�ee. C'est en
ore vrai pour une signature � ordo-sort�ee.

La r�e
iproque est fausse.

En e�et, soit V un ensemble in�ni d�enombrable de variables et C l'ensemble 
ompos�e de deux

symboles monadiques f et g. Privil�egions une variable � et deux substitutions � et � respe
tivement

�egales �a (� 7! f(f(�))) et (� 7! f(g(�))). La fermeture par 
omposition et restri
tion de l'ensemble

des deux substitutions � et � et de tous les renommages de S est un ensemble admissible. Il n'existe

au
une signature ordo-sort�ee � pour laquelle l'ensemble des �-substitutions serait �egal �a l'ensemble

admissible pr�e
�edent.

On peut 
ependant 
onsid�erer l'alg�ebre T (C

0

;V) o�u C

0

est 
ompos�e de deux symboles monadiques

f

0

et g

0

et la fon
tion ' �egale �a l'identit�e sur V et �etendue �a une fon
tion de T

0

dans T par

'(f

0

(�)) = f(f('(�))); '(g

0

(�)) = f(g

0

('(�))):

L'ensemble admissible pr�e
�edent est alors �egal �a l'ensemble des substitutions ' Æ �

0

o�u � par
ourt

l'ensemble des substitutions de T

0

.

Dans 
e qui suit, S

a

d�esignera un sous-ensemble admissible de S. Nous 
onsid�erons �egalement un

ensemble d'axiomes A. La th�eorie �equationnelle S

a

-A sera la plus petite 
ongruen
e sur T , 
ontenant

toutes les paires ��

:

= ��, o�u �

:

= � par
ourt A et � par
ourt S

a

. Nous garderons les mêmes notations

que pr�e
�edemment, mais en ajoutant le pr�e�xe S

a

lorsque nous voudrons rappeler que S

a

est restreint

aux substitutions admissibles. La S

a

-A-�egalit�e est en g�en�erale une relation plus restri
tive que la

S-�egalit�e. Aussi, on �e
rit pour tout ensemble de variables W ,

� <

W

S

a

;A

� () 9� 2 S

a

; �� =

W

A

�:
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2.1.2 Uni�
andes

Hypoth�eses Dans 
ette partie, nous nous pla�
ons par d�efaut dans une S

a

-A-th�eorie, toutes les

substitutions et les op�erations sur 
es substitutions seront don
 impli
itement S

a

-admissibles.

Un uni�
ande est habituellement d�e�ni 
omme une paire de termes en
ore appel�ee �equation

d'uni�
ation et not�ee �

:

= � . Un probl�eme d'uni�
ation �

:

= � 
onsiste �a trouver toutes les substi-

tutions � qui v�eri�ent �� =

A

��. Nous utiliserons une d�e�nition plus abstraite qui permettra dans

les exemples 
i-dessous de 
onsid�erer 
omme probl�eme d'uni�
ation la re
her
he d'un ensemble de

substitutions permettant de valider un pr�edi
at d�e�ni sur un ensemble d'objets plus g�en�eraux.

D�e�nition 2.4 Pour tout ensemble non vide E muni d'une appli
ation var de E dans l'ensemble

des parties �nies de V , d'une appli
ation sub de E �S

a

dans E et d'un pr�edi
at val sur E appel�ee

validation, on dit que (E; var ; sub ; val ) est un ensemble d'uni�
andes si, pour tout �el�ement U de

E et toutes substitutions � et � de S

a

,

1. var (U) \D(�) = ; =) sub (U; �) = U ,

2. var (sub (U; �)) = V(var (U)�),

3. sub (sub (U; �); �) = sub (U; ��),

4. val (U) =) val (sub (U; �)),

5. � =

A

� =) val (sub (U; �)) = val (sub (U; �)).

Si (E; var ; sub ; val ) est un ensemble d'uni�
andes �el�ementaires, on note U

S

a

A

(U) l'ensemble des

A-solutions de l'uni�
ande U �egal �a

f� 2 S

a

j val (sub (U; �))g

Exemple 2.2 On retrouve les �equations d'uni�
ation dans la th�eorie vide en 
onsid�erant l'ensemble

T � T dont les �el�ements seront not�es �

:

= � , qui muni des op�erations

1. var (�

:

= �) = V(�) [ V(�),

2. sub ((�

:

= �); �) = (��

:

= ��),

3. val est l'�egalit�e sur T .

est un ensemble d'uni�
andes.

Exemple 2.3 Si P

f

(V) est l'ensemble des parties �nies de V , l'ensemble P

f

(V)� T � T muni des

op�erations

1. var (W;�

:

= �) = (V(�) [ V(�)) nW

2. sub ((W;�

:

= �); �) = (W;�(� j

�

W )

:

= �(� j

�

W ))

3. val (W;�

:

= �) = (� = �).

est �egalement un ensemble d'uni�
andes.

Exemple 2.4 Dans le 
hapitre suivant, nous d�e�nirons pour le langage ML des relations de typage

� ` M : �, qui sont des triplets form�es d'un 
ontexte �, d'un terme M du langage et d'un type �.

Nous d�e�nirons des op�erations var , sub et une op�eration val . Nous montrerons que l'ensemble des

relations de typage muni de 
es op�erations est un ensemble d'uni�
andes. Cette appli
ation est une

des motivations essentielles pour les d�e�nitions g�en�erales qui pr�e
�edent.
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Remarque 2.5 Une pr�esentation abstraite de l'uni�
ation est �egalement faite dans [55℄ par M.

S
hmidt-S
hau� et J. H. Siekmann. Une d'alg�ebre d'uni�
ation est un triplet (V;OBJ;MAP ) form�e

d'un ensemble de variables V , d'un ensemble d'objets OBJ et d'un ensemble de substitutionsMAP

v�eri�ant 
ertains axiomes

1

. Cette abstra
tion se d�eta
he de la stru
ture des termes tout en perme-

ttant de retrouver la plupart des propri�et�es g�en�erales sur les uni�
andes 
lassiques, mais 
onsid�ere

toujours un probl�eme d'uni�
ation 
omme la re
her
he pour un ensemble �x�e d'objets, de l'ensemble

des substitutions rendant tous les objets �egaux.

Notre d�e�nition d'uni�
ande abstrait le pr�edi
at val permettant de tester la satis�abilit�e d'un

uni�
ande. L'exemple 2.4 ne peut pas être exprim�e dans le formalisme des alg�ebres d'uni�
ation. Les


onditions dans les d�e�nitions d'ensembles d'uni�
andes et d'ensembles de substitutions admissibles

sont tr�es voisines des axiomes des alg�ebres d'uni�
ations. Il serait int�eressant d'ajouter aux alg�ebres

d'uni�
ation un pr�edi
at de validation ; nos uni�
andes en seraient alors une instan
e. Cependant

notre but est plus pragmatique. Nous voulons simplement fournir un outil nous permettant de traiter

de fa�
on uniforme les di��erents probl�emes d'uni�
ation de 
ette th�ese.

D�e�nition 2.5 On appelle 
onjon
tion [respe
tivement disjon
tion℄ des ensembles d'uni�
andes

(E; var ; sub ; val ) et (E

0

; var

0

; sub

0

; val

0

), l'ensemble d'uni�
andes (E

00

; var

00

; sub

00

; val

00

) d�e�ni

par :

1. E

00

= E � E

0

,

2. var

00

(U;U

0

) = var (U) [ var

0

(U

0

),

3. sub

00

((U;U

0

); �) = (sub (U; �); sub

0

(U; �)),

4. val

00

(U;U

0

) = val (U) ^ val (U

0

),

[respe
tivement val

00

(U;U

0

) = val (U) _ val (U

0

)℄.

On appelle auto-
onjon
tion [respe
tivement auto-disjon
tion℄ de (E; var ; sub ; val ), la 
onjon
tion

[respe
tivement disjon
tion℄ de (E; var ; sub ; val ) ave
 lui-même.

Il est imm�ediat de v�eri�er que la 
onjon
tion et la disjon
tion d'uni�
andes satisfont les propri�et�es

de la d�e�nition 2.4.

Notation Lorsque E et E

0

sont disjoints, ou lorsque (E; var ; sub ; val ) et (E

0

; var

0

; sub

0

; val

0

)

sont �egaux, il n'y a pas ambigu��t�e sur le 
hoix des fon
tions var , sub ou du pr�edi
at val et on

notera U uU

0

un 
ouple de E �E

0


onsid�er�e 
omme 
onjon
tion d'ensemble d'uni�
andes. On dira

que U uU

0

est la 
onjon
tion des uni�
andes U et U

0

. Similairement on notera U tU

0

la disjon
tion

des uni�
andes U et U

0

. On �e
rira aussi V(U) au lieu de var (U), et U� au lieu de sub (U; �).

D�e�nition 2.6 Deux uni�
andes U et U

0

sont A-�equivalents si et seulement ils ont le même en-

semble de A-solutions. On note alors Uh��i

A

U

0

.

Proposition 2.2 L'A-�equivalen
e est une relation d'�equivalen
e.

Proposition 2.3 Pour tous uni�
andes U , U

0

et U

00

, les propri�et�es

� U u U

0

h��i

A

U

0

u U

� (U u U

0

) u U

00

h��i

A

U u (U

0

u U

00

)

� U u (U

0

t U

00

)h��i

A

(U t U

0

) u (U u U

00

)

ainsi que les trois propri�et�es obtenues en inversant les 
onne
teurs u et t sont v�eri��ees.

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate �a partir des d�e�nitions.

On 
onsid�erera parfois les �equivalen
es pr�e
�edentes 
omme des �egalit�es, 
e qui n'est pas gênant.

Elles permettent de ramener tout uni�
ande �a une disjon
tion de 
onjon
tions. On parlera alors

d'uni�
andes 
ompos�es , et d'uni�
andes �el�ementaires pour 
eux qui ne 
omportent pas de 
onjon
-

tions ni de disjon
tions.

1

Pour plus de d�etail, on pourra se reporter �a [55℄.
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Les transformations A-�equivalentes ne sont pas suÆsantes pour simpli�er les uni�
andes, par
e

qu'il est souvent n�e
essaire d'introduire de nouvelles variables. L'essentiel est de pouvoir re
onstruire

l'ensemble des A-solutions d'un uni�
ande �a partir de son uni�
ande transform�e. La notion essentielle

est 
elle d'ensemble 
omplet d'uni�
ateurs.

D�e�nition 2.7 Soit U un uni�
ande prot�eg�e par W . � est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de

U en dehors de W si :

1. 8� 2 �; (D(�) � V(U)) ^ (I(�) \W = ;)

2. � � U

S

a

A

(U)

3. 8� 2 U

S

a

A

(U); 9� 2 �; (� <

V(U)

S

a

;A

�)

4. De plus, � est dit minimal si

8�; � 2 �; (� <

V(U)

S

a

;A

� =) � = �)

Par d�efaut W est �egal �a V(U). Si f�g est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U en dehors de W ,

on dit aussi que � est un uni�
ateur prin
ipal de U en dehors de W . Une th�eorie est unitaire si tout

uni�
ande admet un ensemble 
omplet et minimal d'uni�
ateurs poss�edant au plus un �el�ement.

Proposition 2.4 Si � et � sont deux ensembles 
omplets d'uni�
ateurs en dehors de W , pour les

uni�
andes respe
tifs U et U

0

prot�eg�es par W , alors � [ � est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs

de U t U

0

en dehors de W .

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate. Il n'y a bien sûr pas de r�esultat analogue pour

la 
onjon
tion.

Nous introduisons une transformation plus g�en�erale que l'A-�equivalen
e, qui pr�eserve les ensem-

bles 
omplets d'uni�
ateurs, �a une restri
tion pr�es.

D�e�nition 2.8 On dit qu'un uni�
ande U

0

A-�etend un uni�
ande U et on note U

0

�i

A

U si pour

tout ensemble 
omplet � de A-solutions de U

0

en dehors de V(U) et V(U

0

), l'ensemble � j

�

V(U) des

restri
tions des �el�ements de � �a V(U) est un ensemble 
omplet de A-solutions de U . Si de plus W

est une prote
tion de U telle que :

(V(U

0

) n V(U)) \W = ;;

on dit que U

0

A-�etend U en dehors de W et on note U

0

�i

W

A

U .

La re
her
he d'un ensemble 
omplet d'uni�
ateur d'un uni�
ande U pourra se faire par la

re
her
he d'un uni�
ande U

0

, A-�etendant U et plus simple que U , sur lequel on saura imm�ediatement

re
onnâ�tre un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs �. On en d�eduira ensuite un ensemble 
omplet

d'uni�
ateur � pour U , simplement par restri
tion des domaines des substitutions de �.

Remarque 2.6 Si U

0

et U ont même ensemble de variables, alors un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs

de U est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U

0

. Ces deux uni�
andes ont don
 même ensemble

de A-solutions et l'A-extension est en fait une A-�equivalen
e.

Proposition 2.5 (transitivit�e) Pour tous uni�
andes U , U

0

, et U

00

, et tous ensembles de variables

W et W

0

, si

U

00

�i

W

0

A

U

0

^ U

0

�i

W

A

U ^W

0

�W

alors U

00

�i

W

0

A

U .

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate.

On pourra don
 former des 
hâ�nes d'A-extension

U

p

�i

W

p

A

: : : U

1

�i

W

1

A

U

0

satisfaisant

W

1

� : : :W

p

et en d�eduire que U

p

�i

W

1

A

U

0

. Le lemme suivant donne une 
ara
t�erisation de l'A-extension plus

fa
ile �a manipuler que la d�e�nition ; nous l'utiliserons par la suite pour trouver des A-extensions

�el�ementaires.
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Lemme 2.6 Si W est une prote
tion de V(U) et W

0

une prote
tion de W et V(U

0

), une 
ar-

a
t�erisation de U

0

�i

W

A

U est :

1. (V(U

0

) n V(U)) \W = ;

2. tout uni�
ateur de U

0

en dehors de W

0

est un uni�
ateur de U ,

3. tout uni�
ateur de U de domaine in
lus dans W d'image en dehors de W

0

peut être �etendu en

dehors de W en un uni�
ateur de U

0

.

D�emonstration Supposons que U

0

�i

W

A

U . Montrons les trois 
onditions 
i-dessus. La premi�ere est

in
luse dans l'hypoth�ese. La se
onde est imm�ediate en prenant pour ensemble 
omplet d'uni�
ateurs

de U

0

l'ensemble �

0

de tous les uni�
ateurs en dehors de W

0

et de domaine in
lus dans V(U

0

).

Soit � un uni�
ateur de U de domaine in
lus dans V(U) d'image en dehors de W

0

. En utilisant

la d�e�nition de l'A-extension pour l'ensemble 
omplet d'uni�
ateurs �

0


i-dessus, il est assur�e qu'il

existe un uni�
ateur �

0

de U

0

en dehors de W

0

de domaine in
lus dans V(U

0

) tel que sa restri
tion

� �a V(U) soit plus petite que �, 
'est-�a-dire qu'il existe � telle que � =

A

��. On a la d�e
omposition :

�

0

� = �

0

� j

�

W + �

0

� j

�

W

Le premier membre de la somme s'�e
rit en
ore, (�

0

j

�

W )� j

�

W . Or 
omme le domaine de �

0

est in
lus

dans V(U

0

) et V(U

0

) n V(U) \W est vide, la restri
tion de �

0

par W est aussi �egale �a sa restri
tion

par V(U

0

). Le premier membre de la somme est don
 simplement �� j

�

W qui est A-�egal �a � j

�

W ou

en
ore � puisque le domaine de � est in
lu dans W . La substitution �+ �

0

� j

�

W �etend � en dehors

de W et uni�e U

0

.

R�e
iproquement, supposons les trois 
onditions du lemme et montrons que U

0

�i

W

A

U . Soit � un

ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U

0

en dehors de W

0

. La deuxi�eme 
ondition du lemme implique

que sa restri
tion �a U est un ensemble d'uni�
ateurs de U , en dehors de W

0

. La derni�ere 
ondition

prouve sa 
ompl�etude.

En e�et, soit � un uni�
ateur de U , � sa restri
tion �aW et � un renommage des variables de I(�)

en dehors de W

0

. Alors �� est un uni�
ateur de U en dehors de W

0

, il en existe don
 une extension

�

0

en dehors deW qui soit un uni�
ateur de U

0

. Comme � est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de

U

0

en dehors de W

0

il existe une substitution �

0

plus petite que �

0

qui soit dans �. La restri
tion de

�

0

�a W est don
 �egalement plus petite sur W que la restri
tion de �

0

�a W , 
'est-�a-dire ��, elle-même

�equivalente �a �. Comme V(U

0

) [ V(U) n'inter
epte pas W , la restri
tion de �

0

�a W est identique �a

sa restri
tion �a U . En r�esum�e �

0

est un �el�ement de � j

�

W plus petit sur W que �.

Si � est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U

0

en dehors de V(U

0

) et V(U), il existe une


opie ' de V sur W

0

par laquelle � devient un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs en dehors de W

0

, sa

restri
tion �a V(U) est alors un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U en dehors de W

0

dont l'image

par '

�1

est un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs en dehors de V(U

0

) et V(U).

2.1.3 Transformations d'uni�
andes

Proposition 2.7 Si U , U

0

et U

00

sont trois uni�
andes, alors

Uh��i

A

U

0

=) ^

8

<

:

U u U

00

h��i

A

U

0

u U

00

U t U

00

h��i

A

U

0

t U

00

D�emonstration D�e
oule dire
tement des d�e�nitions de l'A-�equivalen
e et des op�erations de 
on-

jon
tion et disjon
tion.

Proposition 2.8 Si U et U

00

sont deux uni�
andes prot�eg�es par W et si U

0

est un uni�
ande, alors

U

0

�i

W

A

U =) ^

8

>

<

>

:

U

0

u U

00

�i

W

A

U u U

00

U

0

t U

00

�i

W

A

U t U

00

D�emonstration La disjon
tion se montre dire
tement en utilisant la propri�et�e 2.4. La 
onjon
tion

se montre en utilisant la 
ara
t�erisation du lemme 2.6.
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2.2 Multi-�equations

D�e�nition 2.9 Une multi-�equation est un multi-ensemble �ni non vide de termes. Une �equation

est simplement une multi-�equation r�eduite �a deux termes. On notera les multi-�equations par e, e

0

et e

00

. L'ensemble des multi-�equations muni des op�erations

1. var = V ,

2. sub (e; �) = f�� j � 2 eg,

3. val (e) () (8�; � 2 e; � =

A

�).

est un ensemble d'uni�
andes.

On note

:

= l'union pour les multi-�equations. On note �egalement V (e) pour e \ V et T (e) pour

e n V que l'on �etendra aux uni�
andes 
ompos�es par

V (M) =

[

e2M

V (e); T (M) =

[

e2M

T (e):

Une substitution � est A-solution de la multi-�equation e si pour tous �el�ements � et � de e, on a

�� =

A

��.

Une auto-
onjon
tion de multi-�equations est �egalement appel�ee un syst�eme et une auto-disjon
-

tion est simplement appel�ee une disjon
tion de syst�emes. On se ram�enera toujours �a une disjon
tion

de 
onjon
tions. Les syst�emes de multi-�equations seront not�esM et N .

Nous allons maintenant �etudier l'ensemble d'uni�
andes des multi-�equations. Cette �etude 
onsiste

essentiellement �a d�e
ouvrir des A-�equivalen
es et A-extensions sur 
et ensemble. La plupart des

transformations sont lo
ales dans le sens o�u elles sont d�e�nies �a partir d'uni�
andes �el�ementaires.

Grâ
e aux propri�et�es pr�e
�edentes elles s'�etendent naturellement �a des uni�
andes 
ompos�es. Aussi

nous essayerons toujours de d�e�nir les transformations les plus �el�ementaires possibles.

Pour toute A-extension U

0

�i

W

A

U le rempla
ement de l'uni�
ande U par l'uni�
ande U

0

d�e�nit

une transformation sur les uni�
andes. Une A-�equivalen
e U

0

h��i

W

A

U dont on aura pr�e
is�e une

orientation est une A-extension. Elle d�e�nit don
 �egalement une transformation sur les uni�
andes.

Par exemple, l'orientation de la gau
he vers la droite 
orrespond �a l'A-extension 
i-dessus, et �a la

transformation rempla�
ant le membre droit par le membre gau
he

2

.

On distingue essentiellement 
inq types de transformations d'A-extension. La g�en�eralisation per-

met de diminuer la taille des termes dans les multi-�equations en les \d�e
oupant" en leurs sous-

termes. On introduit de nouvelles variables pour \nommer" les sous-termes. Cette transformation

est utilis�ee en parti
ulier lorsque l'on veut se ramener �a des termes de taille au plus 1, par ex-

emple a�n d'e�e
tuer un partage maximum des 
al
uls. Elle ne doit pas être 
onfondue ave
 la

d�e
omposition qui \d�e
ortique" simultan�ement deux termes d'une même multi-�equation, toujours �a

partir de leur ra
ine. La 
ollision est un 
as d'�e
he
 de la d�e
omposition. Elle se produit lorsque deux

termes d'une même multi-�equation sont in
ompatibles. Les transformations pr�e
�edentes s'appliquent

�a des multi-�equations prises ind�ependamment. La fusion transforme deux multi-�equations ayant des

termes-variables en 
ommun en une seule. Ces quatre transformations sont suÆssantes dans la

th�eorie vide pour toujours se ramener �a une forme 
ompl�etement d�e
ompos�ee. Dans une th�eorie non

vide on regroupe sous le nom de mutation les autres transformations qui permettent d'aboutir �a

une forme 
ompl�etement d�e
ompos�ee. Trouver des transformations de mutation n�th�eriennes est

en g�en�eral une diÆ
ult�e essentielle dans l'�etude d'une th�eorie �equationnelle parti
uli�ere.

Nous d�e
rivons de fa�
on pr�e
ise 
es 
inq transformations.

2

L'A-extension U

0

�i

A

U doit être lue 
omme une impli
ation : d'un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U

0

, je

d�eduis un ensemble 
omplet d'uni�
ateurs de U . Le but d'une transformation est de trouver une hypoth�ese de

laquelle on puisse d�eduire la 
on
lusion. L'inversion entre le sens de l'A-d�ependan
e et le sens de la transformation

n'est don
 pas surprenant.
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2.2.1 G�en�eralisation

Proposition 2.9 (G�en�eralisation) Soit U un uni�
ande et � une substitution dont l'image est

en dehors de son domaine. Alors,

0

�

U u

�2D(�)

(�

:

= ��)

1

A

�i

D(�)

A

U�

D�e�nition 2.10 On appelle g�en�eralisation la transformation d'A-extension pr�e
�edente.

D�emonstration Si � est un uni�
ateur de U

0

on a l'�egalit�e

� j

�

D(�) =

A

�� j

�

D(�):

L'�egalit�e 
ompl�ementaire,

� j

�

D(�) =

A

�� j

�

D(�);

est toujours v�eri��ee. Ainsi � et �� sont A-�egales don
 �� est une solution de U , ou 
e qui est revient

au même, � est un uni�
ateur de U�. Ce raisonnement peut être retourn�e pour montrer qu'une

solution � de U� peut être �etendue en dehors de U par la solution ��.

Exemple 2.7 Consid�erons l'�equation e �egale �a

f(ga; �)

:

= f(b; b)

et la substitution � d�e�nie par

�

�

0

7! ga

�

0

7! b

;

o�u les variables �

0

et �

0

sont distin
tes de � et �. On peut �e
rire e 
omme

�

f(�

0

; �)

:

= f(�

0

; �

0

)

�

�

Le syst�eme U

0

�egal �a

8

>

<

>

:

f(�

0

; �)

:

= f(�

0

; �

0

)

�

0

:

= ga

�

0

:

= b

est une don
 g�en�eralisation de U . En �e
rivant ga 
omme g�

00

(�

00

7! a), on peut �a nouveau le

g�en�eraliser et obtenir un syst�eme 
ompos�e seulement ave
 des termes de taille au plus 1.

Remarque 2.8 On utilise souvent une forme restreinte de la g�en�eralisation qui 
onsiste �a A-�etendre

une multi-�equation �

:

= e prot�eg�ee par W par le syst�eme :

(�[�=u℄

:

= e) t (�

:

= �

=u

)

o�u � est une variable prise en dehors de W .

Exemple 2.9 Dans l'exemple pr�e
�edent, on prendra plutôt deux variables distin
tes �

0

et �

00

pour

les deux o

urren
es de b.

Corollaire 2.10 (Rempla
ement) Par 
onjon
tion de la g�en�eralisation 
i-dessus ave
 le syst�eme

F

�2D(�)

(�

:

= ��), on obtient une nouvelle A-extension qui est en fait une A-�equivalen
e, 
ar les

deux uni�
andes ont les mêmes variables.

0

�

U u

�2D(�)

(�

:

= ��)

1

A

h��i

A

0

�

U� u

�2D(�)

(�

:

= ��)

1

A

Exemple 2.10 Le syst�eme de multi-�equations

(f(a; �)

:

= 
) u (�

:

= 
)

peut être rempla
�e par le syst�eme

(f(a; 
)

:

= �) u (�

:

= 
) (1)

qui est 
onstitu�e de deux �equations n'ayant pas de variables en 
ommun.
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2.2.2 Collision

D�e�nition 2.11 On appelle doublet de 
ollision tout 
ouple de symboles (f; g) tel qu'un terme �

ayant le symbole f en tête et un terme � ayant le symbole g en tête ne soient jamais A-�egaux :

8(f; g) 2 C




;8� 2 f(T ); 8� 2 g(T ); � 6=

A

�

On appelle ensemble de 
ollision tout ensemble, not�e C




, de doublets de 
ollision.

Remarque 2.11 La d�e�nition pr�e
�edente ne demande pas que C




soit maximal. La raison est

simplement que l'on ne 
onnâ�t pas de fa�
on m�e
anique de d�eterminer l'ensemble de tous les doublets

de 
ollision.

Dans la plupart des 
as, 
ertains 
ouples de symboles sont des doublets de 
ollision de fa�
on

�evidente, et on se 
ontentera d'un ensemble de 
ollision form�e seulement de 
es 
ouples.

� Si la th�eorie est triviale, au
un doublet ne 
r�ee de 
ollision.

� Si la th�eorie est non potente, alors on peut quotienter l'ensemble des symboles par la fermeture

r�e
exive, sym�etrique et transitive de la relation :

[

(�

:

=�)2A

(Top (�);Top (�))

Alors deux symboles pris dans des 
lasses di��erentes forment un doublet de 
ollision.

� Si la th�eorie est r�eguli�ere, tout doublet form�e de symboles di��erents n'apparaissant dans au
un

membre d'axiome est un doublet de 
ollision. Si la th�eorie est potente, il se peut qu'un symbole

n'apparaissant dans au
un axiome �a l'o

urren
e nulle ne 
r�ee pas de 
ollision. Par exemple

dans la th�eorie r�eguli�ere f�

:

= f(�); �

:

= g(�)g, le 
ouple (f; g) ne 
r�ee pas de 
ollision.

Dans la th�eorie f(a

:

= a

0

); (b

:

= b

0

)g, les 
ouples (a; b) et (a

0

; b) sont des doublets de 
ollision, mais

(a; a

0

) n'est pas un doublet de 
ollision. Il n'y a don
 pas de sous-ensemble maximum de C tel que

le produit 
art�esien soit un ensemble de 
ollision.

Proposition 2.11 Si (f; g) est un doublet de 
ollision, � un terme de f(T ) et � un terme de g(T ),

alors une multi-�equation 
ontenant �a la fois � et � n'a pas de solution.

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate. S'il existait une solution �, �a la multi-�equation

e, alors �� et �� seraient A-�egaux, or �� est dans f(T ) et �� est dans g(T ).

La 
ollision permet de d�ete
ter qu'un syst�eme n'a pas de solution

3

. Plus l'ensemble de symboles

de 
ollision sera grand, plus 
ette d�ete
tion sera eÆ
a
e.

2.2.3 D�e
omposition

D�e�nition 2.12 On appelle symbole d�e
omposable

4

tout symbole f tel que

8�; � 2 f(T ); (� =

A

� () 8i 2 [1; %(f)℄; �

=i

=

A

�

=i

):

On note C

d

un ensemble de symboles d�e
omposables.

Remarque 2.12 On ne 
onnâ�t pas de fa�
on syst�ematique de d�eterminer tous les symboles d�e
omposables.

On se 
ontente don
 en g�en�eral d'un ensemble de symboles d�e
omposables trivial. Dans le 
as d'une

th�eorie non potente tous les symboles qui n'apparaissent dans au
un axiome �a l'o

urren
e nulle

sont d�e
omposables. Il n'y pas de lien simple entre les ensembles C




et C

d


omme le montrent les

exemples suivants.

Exemple 2.13 Dans la th�eorie f(a

:

= a

0

)g, tous les symboles sont d�e
omposables, mais (a; a

0

) n'est

pas un doublet de 
ollision.

Dans la th�eorie f(f(a)

:

= f(b))g, le doublet (f; a) est un doublet de 
ollision mais f n'est pas

d�e
omposable.

3

La r�e
iproque est fausse ; la 
ollision ne permet pas de s'assurer qu'un syst�eme admet des solutions.

4

A la di��eren
e de [36℄, nous avons distingu�e la 
ollision de la d�e
omposition. Etre un symbole d�e
omposable est

don
 i
i une propri�et�e plus faible que dans [36℄.
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D�e�nition 2.13 Soit f un symbole d�e
omposable, � et � des termes ayant le symbole f en tête, et

e une multi-�equation. On appelle d�e
omposition de la multi-�equation

5

�

:

= �

:

= e, son rempla
ement

par le syst�eme de multi-�equations

(�

:

= e) u

i2[1;p℄

(�

=i

:

= �

=i

):

Proposition 2.12 La d�e
omposition est une A-�equivalen
e.

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate.

Remarque 2.14 La d�e
omposition d'un uni�
ande fait d�e
rô�tre la taille du syst�eme (somme des

tailles de ses termes). L'it�eration de la d�e
omposition termine. Elle n'est pas 
on
uente 
ar le 
hoix

du terme 
onserv�e dans la multi-�equation d�e
ompos�ee est arbitraire. On notera De
(U) un syst�eme

d�e
ompos�e obtenu �a partir de U par d�e
omposition.

Hypoth�ese Dans la suite, on supposera �x�e un ensemble de 
ollision C




et un ensemble de symboles

d�e
omposables C

d

.

2.2.4 Fusion

D�e�nition 2.14 Soit � une variable, e et e

0

deux multi-�equations. On appelle fusion des multi-

�equations �

:

= e

0

et �

:

= e

00

, le rempla
ement du syst�eme (�

:

= e

0

) u (�

:

= e

00

) par la multi-�equation

�

:

= e

:

= e

0

.

Proposition 2.13 La fusion est une A-�equivalen
e.

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate.

Remarque 2.15 La fusion d'un uni�
ande fait d�e
rô�tre le nombre de multi-�equations. L'it�eration

de l'op�eration de fusion �a partir d'un uni�
ande initial U termine, et est de toute �eviden
e 
on
uente.

On note Fus(M) le syst�eme obtenu.

2.2.5 Mutation

Le pro
essus de fusion-d�e
omposition fait d�e
rô�tre dans l'ordre lexi
ographique la taille de l'uni�
ande,

puis le nombre de multi-�equations. L'it�eration de 
e pro
essus sur un uni�
ande initial U 
onduit �a

un uni�
ande d�e
ompos�e et fusionn�e, not�e De
-Fus(U).

Lorsque Card (T (e)) � 1, on dit que la multi-�equation e est 
ompl�etement d�e
ompos�ee. Un

uni�
ande est 
ompl�etement d�e
ompos�e, lorsque toutes les multi-�equations qui le 
omposent sont


ompl�etement d�e
ompos�ees. Un uni�
ande est dit ind�e
omposable s'il n'est pas 
ompl�etement d�e
ompos�e

et si les multi-�equations qui le 
omposent ne sont pas d�e
omposables par fusion et d�e
omposition

et s'il ne 
omporte pas de 
ollisions.

Exemple 2.16 La multi-�equation e �egale �a (�

:

= �

:

= f(a)

:

= b) n'est pas 
ompl�etement d�e
ompos�ee


ar elle 
ontient les deux termes non variables f(a) et b. Elle est ind�e
omposable si (f; b) n'est pas

un doublet de 
ollision. Par exemple, dans la th�eorie vide, on peut 
hoisir C




�egal �a C � C n�(C)

o�u �(C) est la diagonale de C. Alors la multi-�equation e n'est pas 
ompl�etement d�e
ompos�ee, 
ar il

y a 
ollision. L'ensemble de 
ollision 
i-dessus est maximal, mais il est possible d'en 
hoisir un plus

petit, auquel 
as la multi-�equation e peut être ind�e
omposable.

Exemple 2.17 Dans la th�eorie f(f(f(�)); g(�))g, la multi-�equation e, �egale �a f(�)

:

= f(�), est

ind�e
omposable mais pas 
ompl�etement d�e
ompos�ee. En e�et (f; g) ne peut pas être un doublet

5

Nous rappelons que

:

= est la r�eunion pour les multi-ensembles, don
 la notation �

:

= e d�esigne la multi-�equation

form�e de tous les termes de e et de �.



2.2. MULTI-

�

EQUATIONS 33

de 
ollision. Il est 
lair qu'une solution prin
ipale �a 
ette multi-�equation est (� 7! f
; � 7! 
). Le

syst�eme

(�

:

= f
) u (�

:

= 
)

est une A-extension de e, qui ne 
orrespond �a au
une des transformations pr�e
�edentes, on dira que

le syst�eme est obtenu par mutation de la multi-�equation e.

D�e�nition 2.15 Un uni�
ande U ind�e
omposable est dit mutable s'il existe un uni�
ande not�e

Mut(U) qui A-�etend U . Une th�eorie est mutable si tout uni�
ande ind�e
omposable est mutable et

si le pro
essus de mutation-fusion-d�e
omposition termine.

Ce pro
essus s'arrête soit sur une 
ollision, soit sur un uni�
ande 
ompl�etement d�e
ompos�e. Une

multi-�equation e qui 
ompose un syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e est de l'une des formes suivantes :

1. T (e) = ;,

2. T (e) = f�g ave
 V (e) \ V(�) = ;,

3. T (e) = f�g ave
 V (e) \ V(�) 6= ;.

Nous allons voir que sous de bonnes 
onditions, le dernier 
as peut se ramener �a l'un des deux

premiers, pour lesquels nous aurons des ensembles 
omplets de solutions.

2.2.6 Elimination des 
y
les

D�e�nition 2.16 Soit e et e

0

deux multi-�equations. On dit que e est li�ee �a e

0

et on note e � e

0

s'il

existe un terme variable de e 
ontenu dans un terme non variable de e

0

,

e � e

0

() V (e) \ V(T (e

0

)) 6= ;:

On note �

M

la fermeture transitive de � sur l'ensemble des multi-�equations d'un syst�emeM.

Exemple 2.18 Dans le syst�eme de multi-�equations

(�

:

= f(�; 
)) u (�

:

= g(�)) u (


:

= a)

la derni�ere multi-�equation est li�ee �a la premi�ere, la deuxi�eme est li�ee �a elle-même et �a la premi�ere.

Notation Une relation R entre multi-�equations est �etendue �a un syst�eme par :

MRM

0

() (8e 2M; 8e

0

2M

0

; e R e

0

)

D�e�nition 2.17 Nous dirons qu'une suite de multi-�equations (e

i

)

12[1;p℄

est ordonn�ee de l'ext�erieur

vers l'int�erieur si

8i 2 [1; p� 1℄; 8j 2 [i; p℄; e

i

6� e

j

:

Elle est ordonn�ee de l'int�erieur vers l'ext�erieur si la suite invers�ee (e

p�i

)

i2[1;p℄

est ordonn�ee de

l'ext�erieur vers l'int�erieur.

Une bonne intuition est de lire e

0

est li�e �a e 
omme e

0

est un sous-terme de e.

D�e�nition 2.18 Une th�eorie A est stri
te si �

M

est un ordre stri
t pour tout syst�eme de multi-

�equationsM admettant des A-solutions.

Remarque 2.19 SiM est un syst�eme de multi-�equations pour lequel �

M

est un ordre stri
t, alors

M peut être ordonn�e de l'ext�erieur vers l'int�erieur et de l'int�erieur vers l'ext�erieur.

D�e�nition 2.19 Une th�eorie A est simple si un terme n'est jamais A-�egal �a un de ses sous-termes.

Proposition 2.14 Une th�eorie A est stri
te si et seulement si elle est simple.
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D�emonstration Cette propri�et�e est pr�esent�ee dans [3, 5℄ et d�emontr�ee dans [4℄ :

Si A n'est pas simple, alors il existe un terme � et un terme � 
ontenant le terme � �a une

o

urren
e u tels que � =

A

� . Il suÆt d'introduire une variable � prise en dehors de � et � . Alors

la substitution (� 7! �) uni�e les termes � et �(u 7! �), don
 A n'est pas stri
te.

Si A n'est pas stri
te, alors il existe un syst�eme de multi-�equations (e

i

)

i2[1;p℄

A-uni�able tel que

l'on ait la 
hâ�ne de d�ependan
e

e

1

� : : : e

n

� e

1

;


'est-�a-dire qu'il existe pour 
haque i de [1; p℄ une variable �

i

et un terme �

i

tels que �

i

apparaisse

dans �

i+1

en 
omptant modulo n. Pour tout i de [1; n℄, nous notons �

i

la substitution (�

i

7! �

i

)

et � le terme �

1

�

n

: : : �

1

. Le syst�eme de multi-�equations admet un uni�
ateur �. En parti
ulier

�

i

� = �

i

� pour tout i de [1; n℄. En rempla�
ant dans �

1

� toutes les o

urren
es du termes �

n

� par

le terme A-�egal �

n

� on obtient le terme �

1

�

n

�. En r�ep�etant le pro
essus on obtient ainsi le terme

��

n

: : : �

1

�, 
'est-�a-dire �� qui est A-�egal �a �

1

�. Or � 
ontient �

1

, don
 la th�eorie A n'est pas simple.

D�e�nition 2.20 Un syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e M est dit libre si deux multi-�equations

quel
onques deM ne sont pas li�ees l'une �a l'autre.

Exemple 2.20 Le syst�eme (1) de l'exemple 2.10 est un syst�eme libre.

2.2.7 R�esolution d'un syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e

D�e�nition 2.21 SoitM un syst�eme libre 
ompl�etement d�e
ompos�e. Il peut toujours s'�e
rire

i2[1;p℄

(e

i

:

= �

i

)

o�u tous les ensembles T (e

i

) sont vides. La substitution de domaine in
lus dans V (M) qui pour tout

i de [1; p℄ envoie V (e

i

) sur le terme �

i

est appel�e une pr�e-solution deM et est not�ee [M℄.

Il existe en g�en�eral plusieurs pr�e-solutions, 
ar dans le 
as o�u une multi-�equation e ne 
ontient que

des variables, il y a autant de fa�
on d'�e
rire e sous la forme e

0

:

= �

0

que de variables dans e.

Exemple 2.21 SiM est la multi-�equation �

:

= �, une pr�esolution deM est (� 7! �). Cet exemple


anonique justi�e la notation [�

:

= �℄ pour 
ette pr�esolution.

Hypoth�ese Les propri�et�es qui suivent ne sont valables que lorsque toutes les substitutions sont

admissibles, 
'est-�a-dire lorsque S

a

est �egal �a S tout entier.

Proposition 2.15 Soit M un syst�eme libre prot�eg�e par W . Si � est un renommage des variables

de I([M℄) en dehors de W , alors [M℄� est une solution prin
ipale deM en dehors de W .

D�emonstration La substitution [M℄ est une solution deM.

Soit e une multi-�equation. Si T (e) est vide, alors tous les termes de e sont des variables et ont

une même image. Sinon la multi-�equation e 
ontient un seul terme �. Toutes les variables ont � pour

image. Il est lui-même sa propre image. En e�et, le syst�eme �etant libre, � ne peut 
ontenir au
une

variable qui soit dans V (M). Or V (M) 
ontient le domaine de [M℄.

La 
omposition de [M℄ ave
 � est une solution en dehors de W . R�e
iproquement, une solution

� deM v�eri�e pour toute multi-�equation e

:

= � deM et toute variable � de e

�� =

A

��;

Mais �

i

est A-�egal �a �[M℄, d'o�u

� =

D([M℄)

A

[M℄�:

A fortiori, 
ette �egalit�e se prolonge en dehors de D(�). Ce qui prouve que � est plus petite que [M℄�

par �

�1

�.

Lemme 2.16 Soit e une multi-�equation et N un syst�eme de multi-�equations tel que le syst�eme euN

soit 
ompl�etement d�e
ompos�e. Si N 6� e, alors
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� N [e℄ u eh��i

A

N u e

� N [e℄ est 
ompl�etement d�e
ompos�e.

� pour toutes multi-�equations e

0

et e

00

de N ,

e

0

� e

00

() e

0

[e℄ � e

00

[e℄:

� N [e℄ et e sont ind�ependants.

D�emonstration L'�equivalen
e 
i-dessus est un rempla
ement. CommeM est fusionn�e, toute multi-

�equation e

0

de N est telle que V (e

0

) et V (e) n'aient pas de variables en 
ommun. Comme le domaine

de [e℄ est in
lus dans V (e), la multi-�equation e

0

n'est pas modi��ee par [e℄. Ainsi :

� N [e℄ est 
ompl�etement d�e
ompos�e.

� Pour toute multi-�equation e

00

de N ,

V (e

0

) \ V(T (e

00

)) = V (e

0

) \ V(T (e

00

[e℄))


ar 
es deux ensembles n'inter
eptent pas le domaine de [e℄.

Proposition 2.17 Un syst�eme M 
ompl�etement d�e
ompos�e tel que l'ordre �

M

soit stri
t est A-

�equivalent �a un syst�eme libre.

D�emonstration Il suÆt d'appliquer le lemme pr�e
�edent �a toutes les multi-�equations, dans un ordre

de l'int�erieur vers l'ext�erieur.

En 
ombinant les propri�et�es 2.17 et 2.15, on obtient le 
orollaire.

Corollaire 2.18 Tout syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e et libre admet un S-A-uni�
ateur prin
i-

pal.

On peut g�en�eraliser le lemme 2.16 �a la proposition suivante.

Proposition 2.19 SoientM et N deux syst�emes tels que

1. MuN soit 
ompl�etement d�e
ompos�e,

2. M 6� N ,

3. M et N soient libres.

AlorsM[N ℄ u N est un syst�eme libre �equivalent �aMuN .

D�emonstration Il suÆt de voir que les rempla
ements utilis�es pour lib�ererMuN par le lemme


i-dessus forment exa
tement la substitution [N ℄.

Ave
 les notations du 
orollaire 
i-dessus, [M℄[N ℄ est une pr�e-solution deM[N ℄uN . On n'a don


pas besoin de lib�ererMuN , mais simplement de savoir l'�e
rire dans un ordre de l'ext�erieur vers

l'int�erieur pour en 
onnâ�tre une pr�e-solution. On notera aussi [M℄ une pr�e-solution d'un syst�eme

�equivalent par lib�eration �aM. Si �

M

est stri
t, on 
onnâ�t don
 un uni�
ateur prin
ipal deM sans

le lib�erer.

Th�eor�eme 2 Pour toute th�eorie stri
te, mutable telle que le pro
essus de d�e
omposition-fusion-mu-

tation termine, il existe un algorithme qui 
al
ule un ensemble 
omplet de S-A-solutions pour un

probl�eme d'uni�
ation quel
onque.

Un algorithme obtenu par d�e
omposition-fusion-mutation-r�esolution est dit standard.
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2.3 Uni�
andes hi�erar
his�es

Dans 
ette partie nous allons 
onsid�erer un ensemble S

a

parti
ulier, dans lequel les substitutions

devront faire d�e
rô�tre une fon
tion mesurant le degr�e d'un terme. Cette appli
ation trouvera son

appli
ation dans le 
hapitre 3, dans le syst�eme d'inf�eren
e hi�erar
hique.

Tr�es informellement, un des probl�emes de la synth�ese de types dansML est la g�en�eralisation des

variables libres, en
ore appel�ees variables frâ�
hes, possible �a tout instant. Les degr�es permettront

de mesurer la frâ�
heur d'un terme. Lors de la fusion de deux objets, la frai
heur r�esultante devra

être diminu�ee �a la frâ�
heur minimale de 
ha
un des objets. Cette 
ontrainte sera exprim�ee par le

fait qu'une variable ne pourra être substitu�ee que par un terme de moindre degr�e.

Hypoth�ese Nous supposons que tous les axiomes sont r�eguliers.

2.3.1 Hi�erar
hisation

D�e�nition 2.22 Une hi�erar
hie est une fon
tion totale, not�ee �, de V dans IN telle que l'image

r�e
iproque de 
haque entier soit K-isomorphe

6

�a V . Elle est �etendue en une op�eration de T dans IN

par

�(�) = sup

�2V(�)

�(�)

pour tout terme �. La hi�erar
hie d'une 
onstante est don
 l'entier 0.

Il est 
lair qu'il existe des hi�erar
hies. Dans toute 
ette partie, nous supposerons �x�ee une hi�erar
hie �.

D�e�nition 2.23 Le degr�e d'un terme est son image par �. On note

7

T

n

et V

n

les ensembles des

termes et des variables de degr�e au plus n et T

n

et V

n

les ensembles des termes et des variables

de degr�e exa
tement n. Une substitution � est �-admissible si toute variable est de degr�e plus �elev�e

que son substitu�e, 
'est-�a-dire � Æ � � �.

Nous nous int�eressons d�esormais �a l'ensemble S

a

des substitutions �-admissibles, et �a la S

a

-A-th�eorie

que nous appellerons �-A-th�eorie. Le pr�e�xe A- sera en g�en�eral omis mais le pr�e�xe �- ne sera jamais

omis. Par exemple une extension est une A-extension (pour la th�eorie o�u toutes les substitutions

sont admissibles), et une �-extension est une �-A-extension (pour la �-A-th�eorie).

Remarque 2.22 Comme la th�eorie A est r�eguli�ere, les degr�es des membres droits et gau
hes de


haque axiome sont toujours �egaux. Deux termes �-�egaux seront don
 toujours de même degr�e.

Nous pouvons appliquer l'ensemble des r�esultats pr�e
�edents. Nous noterons U

�

A

(U) l'ensemble des

�-solutions d'un uni�
ande U . Un uni�
ande peut �egalement être 
onsid�erer 
omme un �-uni�
ande.

On s'int�eressera don
 aussi �a la 
omparaison de la A-th�eorie ave
 la �-A-th�eorie

Une pr�esentation ave
 sortes ordonn�ees

La �-A-th�eorie est en fait une th�eorie ordo-sort�ee. L'uni�
ation dans les th�eories ordo-sort�ees a

�et�e beau
oup �etudi�ee 
es derni�eres ann�ees. Une 
lassi�
ation des di��erentes th�eories ordo-sort�ees

et des r�esultats g�en�eraux sur 
es th�eories se trouvent dans [53℄. C. Kir
hner a �egalement in
orpor�e

l'uni�
ation ordo-sort�ee dans le formalisme de [36℄.

Pour simpli�er supposons que C est simplement gradu�e, et que A est la th�eorie vide. Consid�erons

l'ensemble des sortes K �egal �a IN ordonn�e par �, ave
 les assertions de sorte � : �(�) et pour 
haque

symbole f de C et toute sorte n

f : n
 : : : n

| {z }

%(f)

) n:

Pour tout terme � la plus petite sorte de � est �egale au sup de l'ensemble des sortes de ses variables.

L'ensemble des �-substitutions est don
 �egal �a l'ensemble des substitutions �-admissibles. Ainsi la

6

Cette 
ondition garantit qu'il y a assez de variables de 
haque sorte dans 
haque image r�e
iproque.

7

Nous essayerons toujours que les exposants 
orrespondent �a une proje
tion et les indi
es �a une r�eunion.
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th�eorie ordo-sort�ee 
i-dessus est �egale �a la �-th�eorie. C'est en
ore vrai pour une th�eorie initiale non

vide et un ensemble de sortes K quel
onque.

On pourrait don
 �egalement �etudier la �-th�eorie dans le formalisme des th�eories ordo-sort�ees.

Mais nous n'aurions pas vraiment besoin de toute la puissan
e de 
e formalisme. D'autre part,

le 
al
ul in
r�emental sur les sortes dont nous aurions besoin pour obtenir un algorithme eÆ
a
e

n�e
essiterait d'�etendre le formalisme de [38℄. La pr�esentation par restri
tion des substitutions ad-

missibles est plus simple.

2.3.2 Transformations hi�erar
his�ees

Proposition 2.20 Deux uni�
andes sont �-�equivalents s'ils sont �equivalents.

D�emonstration Si deux uni�
andes sont �equivalents, alors ils ont même ensemble de solutions, ils

ont a fortiori même ensemble de �-solutions. R�e
iproquement deux uni�
andes �-�equivalents ont

même ensemble de �-solutions. Ils ont don
 même ensemble de �-solutions �a valeurs dans T

0

. Une

solution �a valeur dans T

0

est toujours une �-solution. Don
 les deux uni�
andes ont même ensemble

de solutions �a valeurs dans T

0

. Or V

0

est une 
opie

8

de V . Comme l'ensemble des solutions est ferm�e

par renommage, les deux uni�
andes ont don
 même ensemble de solutions �a valeurs dans T .

Par 
ontre une extension n'est pas n�e
essairement une �-extension. Un exemple est la �-g�en�era-

lisation, qui n'est possible que par une substitution �-admissible. En g�en�eral, le lemme suivant sera

suÆsant.

Proposition 2.21 Soit U un uni�
ande de degr�e n et W un ensemble de variables 
ontenant V

n

.

Si un uni�
ande �etend U en dehors de W , alors il �-�etend U en dehors de W .

D�emonstration Supposons que U

0

�etend U en dehors de W . La restri
tion �a U d'un uni�
ateur

admissible de U

0

est un uni�
ateur deM et est �-admissible.

Inversement, soit � un �-uni�
ateur de U . Il peut être �etendu en dehors de W en un uni�
ateur

de U

0

, par une substitution � de domaine pris en dehors de V

n

. L'ensemble I(�)nV

n

peut-être 
opi�e

dans T

n

n (I(�) [ I(�)) par un isomorphisme dont on note � la restri
tion �a I(�). La somme �+ ��

est un uni�
ateur de U

0

. Elle est admissible 
ar � l'est par hypoth�ese et le domaine de �� est en

dehors de V

n

et son image est dans T

n

. C'est don
 un �-uni�
ateur de U

0

�etendant � en dehors de

W .

Corollaire 2.22 Les pro
essus de �-d�e
omposition et �-fusion sont �egaux aux pro
essus de d�e
omposition

et fusion. Une th�eorie mutable est �-mutable.

2.3.3 R�esolution d'un syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e

D�e�nition 2.24 Pour tout syst�emeM 
ompl�etement d�e
ompos�e on d�e�nit la fon
tion hi�erar
hique

de M, not�ee �

M


omme la plus grande hi�erar
hie major�ee par � et 
onstante sur 
haque multi-

�equation deM.

Nous montrerons dans la partie suivante que 
ette hi�erar
hie existe toujours et est unique. L'introdu
tion

de la fon
tion hi�erar
hique est motiv�ee par le lemme suivant.

Lemme 2.23 Soit M un syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e prot�eg�e par W admettant une pr�e-

solution [M℄. Si � est un renommage des variables V(M) en dehors de W tel que � Æ � soit �egale �a

�

M

sur le domaine de �, alors [M℄� est une �-solution prin
ipale de M en dehors de W .

D�emonstration Remarquons que [M℄ asso
ie �a toute variable deM un terme de la même multi-

�equation don
 ayant même image par �

M

. Ainsi, en 
omposant l'�egalit�e � Æ � = �

M

par [M℄, on

obtient

� Æ [M℄� = �

M

:

Il est 
lair que [M℄� est une solution, 
'est même une solution prin
ipale. Elle est �-admissible 
ar

pour toute variable � de son domaine, 
'est-�a-dire de M, le degr�e �(�[M℄�) de �[M℄� est �egal �a

�

M

(�) qui est lui-même plus petit que �(�).

8

Bien sûr, 
e n'est pas une �-
opie, 
ar une �-
opie \
onserve" les degr�es.
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R�e
iproquement une �-solution deM est aussi solution deM, don
 plus petite par une substi-

tution � que [M℄� que l'on peut toujours supposer de domaine in
lus dans I([M℄�). Montrons que

� est �-admissible. La fon
tion � Æ ([M℄��) est 
onstante sur 
haque multi-�equation, et plus petite

que � 
ar [M℄�� est admissible. Elle est don
 aussi plus petite que �

M

, 
'est-�a-dire �Æ([M℄�). Toute

variable � de D(�) �etant dans le domaine de [M℄�, on en d�eduit sans peine l'in�egalit�e � Æ � � �, 
e

qui prouve que � est �-admissible.

Th�eor�eme 3 Si la th�eorie A poss�ede un algorithme d'uni�
ation standard, alors elle poss�ede un

algorithme de �-uni�
ation standard.

D�emonstration Dire qu'une th�eorie A poss�ede un algorithme standard revient �a dire qu'elle est

stri
te, mutable et que le pro
essus de d�e
omposition-fusion-mutation termine. Elle est don
 �-

mutable, par le même pro
essus de mutation mais restreint �a n'introduire que des variables de degr�es

suÆsamment �elev�es. Si un syst�eme n'admet pas de solution, alors il n'admet pas de �-solution. Sinon,

il peut être �-�etendu par un syst�eme 
ompl�et�e qui admet au moins une pr�e-solution. On peut alors


al
uler sa fon
tion hi�erar
hique qui permet d'obtenir une �-solution prin
ipale.

D�e�nition 2.25 Un syst�eme de multi-�equations 
ompl�etement d�e
ompos�eMuN est une 
onjon
-

tion d'�equilibre au degr�e n si N 
ontient exa
tement les multi-�equations d'images sup�erieures ou

�egales �a n par la fon
tion hi�erar
hique �

MuN

.

Proposition 2.24 Soit Mu N une 
onjon
tion d'�equilibre au degr�e n telle que N admette une

pr�e-solution [N ℄. S'il existe une solution du syst�eme MuN alors il existe un uni�
ateur prin
ipal

� deM tel que [N ℄� soit �-plus petit qu'un uni�
ateur prin
ipal deMuN .

Remarque 2.23 Si MuN est une 
onjon
tion d'�equilibre au degr�e n, n�e
essairement N 6� M.

En e�et, une variable de V (N ) a une image par �

MuN

au moins �egale �a n. Elle ne peut don


pas apparâ�tre dans un terme de T (M), 
e qui rendrait son image par �

MuN

au moins �egale �a n.

Le 
al
ul de la fon
tion hi�erar
hique dans la partie suivante montrera qu'alors la restri
tion de la

fon
tion hi�erar
hique �

MuN

�aM est �egale �a la fon
tion hi�erar
hique �

M

.

D�emonstration S'il existe une solution au syst�eme, l'ordre �

MuN

est stri
t, et il existe alors une

pr�e-solution [N ℄ de N , et une pr�e-solution [M℄ deM qui soit �-plus petite par � qu'un uni�
ateur

prin
ipal de M. Comme N n'est pas li�ee �a N , la 
omposition [N ℄[M℄ est une pr�e-solution de

M u N . Elle doit être 
ompos�ee ave
 un renommage pour devenir un �-uni�
ateur prin
ipal de

MuN . Celui-
i est d�e�ni par �

MuN

, et la remarque pr�e
�edente assure que � 
onvient don
 pour

les variables deM. Il peut être �etendu par un renommage � pour les variables restantes. On obtient

ainsi un uni�
ateur [N ℄[M℄�� deMuN .

2.3.4 Cal
ul de la fon
tion hi�erar
hique

SoitM un syst�eme 
ompl�etement d�e
ompos�e. Nous supposons que pour 
haque variable � deM il

existe une multi-�equation e deM telle que � soit dans V (M). Nous pouvons toujours nous ramener

�a un tel syst�eme par �-�equivalen
e et en 
onservant la 
ompl�ete d�e
omposition, simplement en

ajoutant �aM des multi-�equations r�eduites �a une seule variable.

Dans 
ette partie, nous montrons 
omment 
al
uler la fon
tion hi�erar
hique deM. Le syst�emeM

restera �x�e. Nous 
her
hons la plus grande hi�erar
hie major�ee par � et 
onstante sur 
haque multi-

�equation. Pour simpli�er, nous nous ramenons �a des fon
tions de M vers IN que nous appellerons

fon
tions d'�etats. Nous d�esignerons les fon
tions d'�etats par ',  et �. Nous appellerons �etat d'une

multi-�equation e par ' la valeur '(e) et �etat d'un syst�eme de multi-�equations N par ' le sup de '

sur N . En g�en�eral ' est pr�e
is�e par le 
ontexte et est sous-entendu.

La 
onstan
e de �

M

sur 
haque multi-�equation s'�e
rit

8e 2M; 9n 2 IN; 8� 2 e; n = �

M

(�):

En 
onsid�erant e 
omme la r�eunion de V (e) et de T (e), la premi�ere proje
tion nous assure l'existen
e

d'un �etat '

M

tel que

8e 2 M; 8� 2 V (e); '

M

(e) = �

M

(�):



2.3. UNIFICANDES HI

�

ERARCHIS

�

ES 39

La proje
tion sur T (e) s'�e
rit aussi

8e 2 M; 8� 2 T (e); '

M

(e) = sup

�2V(�)

�

M

(�):

Or pour toute variable � deM, il existe une multi-�equation e

0

telle que � soit dans V (e

0

). Comme

le syst�eme est 
ompl�etement d�e
ompos�e, la multi-�equation est n�e
essairement unique, et nous la

noterons e(�). Ce qui permet d'�e
rire '

M

(e(�)) au lieu de �

M

(�). En regroupant les variables de

V(�) qui sont dans une même multi-�equation, qui est n�e
essairement une multi-�equation li�ee

9

�a e

La 
ondition pr�e
�edente s'�e
rit

8e 2 M; 8� 2 T (e); '

M

(e) = sup

e

0

2M

e

0

�e

sup

�2V(�)

�2V (e

0

)

�

'

M

(e(�))

�

;

qui se simpli�e �nalement en

8e 2M;

�

T (e) 6= ; =) '

M

(e) = sup

e

0

�e

'

M

(e

0

)

�

: (1)

Il est 
lair que '

M

est inf�erieur �a la fon
tion d'�etat '

0

qui asso
ie l'entier inf(�(V (e))) �a 
haque

multi-�equation e deM. Nous sommes don
 ramen�es �a la re
her
he de la plus grande fon
tion d'�etat

major�ee par '

0

et v�eri�ant la 
ondition (1) 
i-dessus.

Nous d�e�nissons les deux transformations suivantes sur les fon
tions d'�etats.

� Soit e et e

0

deux multi-�equations telles que e

0

soit li�ee �a e. Si l'�etat de e

0

par  est une valeur

k sup�erieure stri
tement �a l'�etat de e, on appelle propagation de e dans e

0

le rempla
ement de

 par la fon
tion d'�etat �egale �a  sauf pour la multi-�equation e

0

o�u elle prend la valeur k.

� Soit e une multi-�equation 
ontenant un terme non variable, etN l'ensemble des multi-�equations

li�ees �a e. Si l'�etat de N par  est une valeur k inf�erieure stri
tement �a l'�etat de e, on appelle

r�ealisation de e, le rempla
ement de  par la fon
tion d'�etat �egale �a  sauf pour la multi-

�equation e o�u elle prend la valeur k.

En r�esum�e, si e est une multi-�equation et N le syst�eme des multi-�equations qui lui sont li�ees, la

premi�ere transformation propage son �etat dans toutes les multi-�equations de N , et la se
onde r�ealise

son �etat �a 
elui de N .

De fa�
on �evidente, si  majore '

M

, alors une propagation ou une r�ealisation de  majore '

M

.

Elle est plus petite que  . Le pro
essus de propagation-r�ealisation termine don
 ave
 une fon
tion

d'�etat '

f

. La propagation n'est plus possible, 
e qui assure la propri�et�e (1) don
 que '

M

est atteinte.

Un 
ontrôle eÆ
a
e

Le 
al
ul de la fon
tion hi�erar
hique peut se faire en un nombre d'�etapes lin�eaire par rapport �a la

taille

10

de l'ordre �. Pour un syst�eme ne 
omportant que des termes de taille 1, la taille de �

M

est

major�ee par la taille du syst�eme. Nous nous limiterons don
 �a une seule propagation et une seule

r�ealisation par relation de liaison. Pour simpli�er, nous e�e
tuerons d'abord toutes les propagations,

puis toutes les r�ealisations. Avant tout, il faut s'assurer que 
ette s�eparation est 
orre
te, 
'est-�a-dire

que la r�ealisation d'un syst�eme propag�e est un syst�eme propag�e. La v�eri�
ation est imm�ediate.

Nous appelons propagation de degr�e n la propagation d'une multi-�equation dont l'�etat est �egal

�a n. Nous ne pouvons propager une telle multi-�equation qu'un nombre de fois �egal au mombre de

multi-�equations qui lui sont li�ees. Pour respe
ter la limite que nous nous sommes �x�ee, il suÆt

de garantir que 
haque multi-�equation ne sera propag�ee qu'�a un seul degr�e. Cela est 
lairement

obtenu en e�e
tuant d'abord les propagations des degr�es les plus �elev�es. Si de plus on les e�e
tue

de l'ext�erieur vers l'int�erieur, on sera assur�e de ne pas examiner plusieurs fois une même paire de

multi-�equations.

Nous appelons r�ealisation de degr�e n la r�ealisation d'une multi-�equation dont l'�etat est �egal �a

n. A l'inverse de la propagation, la r�ealisation doit se faire de l'int�erieur vers l'ext�erieur. Ainsi, la

9

Nous rappelons que e

0

est li�e �a e se note e

0

� e.

10

C'est-�a-dire le 
ardinal de l'ensemble f(e

0

; e) 2M�M j e

0

� eg.
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propagation d'une multi-�equation e suppose que toutes les multi-�equations transitivement li�ees �a e

sont propag�ees. Comme elles sont aussi r�ealis�ees, leur �etat ne sera pas ult�erieurement modi��e par

une r�ealisation et la r�ealisation de e est d�e�nitive. A nouveau, on aura examin�e une seule fois 
haque


ouple de multi-�equations li�ees.

In
r�ementatilit�e de l'�equilibrage

Dans les appli
ations ult�erieures, nous demanderons de 
onnâ�tre l'image r�e
iproque par �

M

d'un

entier n sans pour autant demander le 
al
ul 
omplet de �

M

. En fait nous 
her
herons seulement

des 
onjon
tions d'�equilibre au degr�e n. Le syst�emeM sera ensuite m�elang�e �a un autre syst�emeM

0

.

La question qui se pose est double. Peut-on ne 
al
uler qu'une partie de �

M

? Peut-on r�eutiliser 
e


al
ul pour obtenir une information ult�erieure sur �

MuM

0

?

La r�eponse �a la premi�ere question est simple. Pour obtenir une 
onjon
tion d'�equilibre au degr�e

n, il suÆt de 
onnâ�tre une approximation de '

M

permettant de d�e
ider si une multi-�equation est de

degr�e plus grand ou plus petit que n par '

M

. Nous pouvons simplement 
al
uler une fon
tion d'�etat

'

n

M

telle ('

n

M

)

�1

soit �egale �a ('

M

)

�1

pour tout entier plus grand ou �egal �a n et laisse globalement

invariant le segment [0; n � 1℄. Il suÆt simplement dans le 
al
ul pr�e
�edent de se limiter �a des

propagations et des r�ealisations de degr�es sup�erieurs ou �egaux �a n. Cela se v�eri�e tr�es fa
ilement.

En revan
he la r�eutilisation ult�erieure des 
al
uls d'�equilibrages est plus 
omplexe, essentiellement

par
e que la 
onjon
tion de deux syst�emes 
ompl�etement d�e
ompos�es n'est pas en g�en�eral un syst�eme


ompl�etement d�e
ompos�e. Nous sommes don
 amen�es �a �etudier le 
omportement de la propagation

et de la r�ealisation ave
 les transformations de d�e
omposition et de fusion. Ces transformations


r�eent ou 
onsomment des multi-�equations. L'in
r�ementalit�e du 
al
ul que nous demandons ne peut

s'obtenir qu'en d�elo
alisant le 
al
ul des �etats dans les uni�
andes eux-mêmes.

2.3.5 Multi-�equations hi�erar
his�ees 
ontraintes

Dans la partie pr�e
�edente, nous avons �x�e un syst�eme M et 
al
ul�e des fon
tions d'�etats ' de


e syst�eme. Nous avons en fait 
al
ul�e sur des objets (M; ') mais en laissant M invariant. Nous

voulons maintenant autoriser des transformations deM. Pour 
ela, il est plus simple de d�elo
aliser

la fon
tion d'�etat ' dans les multi-�equations du syst�eme.

D�e�nition 2.26 On appelle multi-�equation 
ontrainte, un triplet not�e e # p " q, form�e d'une multi-

�equation e et de deux entiers p et q tels que p � q appel�es respe
tivement �etat de propagation et

�etat de r�ealisation. On note �egalement #(e) l'entier p et "(e) l'entier q.

On peut projeter toute multi-�equation 
ontrainte sur la multi-�equation simple obtenue en oubliant

les 
ontraintes. Cette proje
tion permet de d�e�nir les op�erations

1. var (e # p " q) = var (e),

2. sub (e # p " q; �) = sub (e; �) # p " q,

3. val (e # p " q) () val (e).

qui munissent don
 l'ensemble des multi-�equations 
ontraintes de la même stru
ture d'uni�
ande

que l'ensemble des multi-�equations.

D�e�nition 2.27 On appelle syst�eme 
ontraint, un syst�eme de multi-�equations 
ontraintes qui v�eri�e

les 
onditions suivantes

1. 8� 2 V(M); 9e 2M; � 2 V (e)

2. 8� 2 U

A

(M); 8e 2M; 8� 2 V (e); �(��) � #(e) � �(�)

3. 8e; e

0

2 M; e

0

�

M

e =) #(e

0

) � "(e)
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La premi�ere 
ondition est te
hnique et �evite de devoir traiter s�epar�ement des 
as pathologiques.

La se
onde 
ondition assure que #(e) sera une majoration pas trop grande de �

M

. La troisi�eme


ondition est essentielle pour l'in
r�ementalit�e. Elle 
erti�e que les valeurs des multi-�equations qui lui

sont transitivement li�ees (et don
 peut-être tr�es �eloign�ees) auront un �etat d'�equilibre plus faible que

son �etat a
tuel. Nous pr�e
isons 
omment les transformations de �-extensions s'�etendent aux syst�emes


ontraints. Ces transformations resterons des �-extensions 
ar les proje
tions des transformations

sont identiques aux transformations des proje
tions.

D�e�nition 2.28 Soit f un symbole d�e
omposable, � et � des termes ayant le symbole f en tête, et

e une multi-�equation. On appelle d�e
omposition 
ontrainte de la multi-�equation �

:

= �

:

= e

0

# p " q,

son rempla
ement par le syst�eme de multi-�equations

(�

:

= e

0

# p " q) t

G

i2[1;p℄

(�

=i

:

= �

=i

# p " q):

Proposition 2.25 Si M est un syst�eme 
ontraint, la d�e
omposition d'une multi-�equation de M

est un syst�eme 
ontraint.

D�e�nition 2.29 Soit deux multi-�equations de la forme �

:

= e # p " q et �

:

= e

0

# p

0

" q

0

. On appelle

fusion 
ontrainte des deux multi-�equations pr�e
�edentes la multi-�equation

�

:

= e

:

= e

0

# (p inf p

0

) " (q sup q

0

)

Proposition 2.26 Si M est un syst�eme 
ontraint, alors la fusion de deux multi-�equations de M

est un syst�eme 
ontraint.

D�e�nition 2.30 On appellera mutation d'un syst�eme 
ontraint toute mutation du syst�eme qui est

un syst�eme 
ontraint.

Il est imm�ediat qu'un syst�eme 
ontraint est mutable si et seulement si la proje
tion du syst�eme

est mutable.

D�e�nition 2.31 Soit M un syst�eme 
ontraint e # p " q et e

0

# p

0

" q

0

deux multi-�equations de M

telles que e

0

soit li�ee �a e. Si p < p

0

, on appelle propagation 
ontrainte de e dans e

0

le rempla
ement

dansM de e

0

# p

0

" q

0

par e

0

# p " q

0

.

D�e�nition 2.32 SoitM un syst�eme 
ontraint e # p " q une multi-�equation deM et Q l'entier

inff"(e

0

) j e

0

2 M^ e

0

� eg

Si Q < q on appelle r�ealisation 
ontrainte de e, le rempla
ement dansM de e#p"q par e#(p inf Q)"Q.

Proposition 2.27 Si M est un syst�eme 
ontraint, alors toute propagation 
ontrainte et toute

r�ealisation 
ontrainte de M sont des syst�emes 
ontraints.

Les propri�et�es 
i-dessus montrent que le 
al
ul de l'�etat d'�equilibre du syst�eme peut se m�elanger ave


le 
al
ul de sa forme 
ompl�etement d�e
ompos�ee. Il n'y a pas de sur
oût dû �a l'in
r�ementalit�e. Nous

avons simplement demand�e aux op�erations de �-extension de tenir �a jour l'information sur l'�etat du

syst�eme. Ces r�esultats seront utilis�es dans les algorithmes de synth�ese type, donn�es en annexe.



42 CHAPITRE 2. UNIFICATION DANS LES TH

�

EORIES

�

EQUATIONNELLES

2.4 Th�eories syntaxiques

Dans 
ette partie, nous 
onsid�erons un ensemble de sortes K, un ensemble de symboles C, une

signature � de C sur K et la �-alg�ebre T (C;V) libre sur un K-ensemble de variables V , munie d'une

th�eorie �equationnelle A. Nous �etudions l'op�eration de mutation pour les uni�
andes 
anoniques.

Nous reprenons le formalisme des th�eories syntaxiques d�e�nies par C. Kir
hner [36℄, bas�e sur la

notion d'ensemble d'axiomes r�esolvants. L'essentiel de 
ette partie est l'introdu
tion d'un formalisme

permettant de simpli�er l'�etude des th�eories syntaxiques, et d'obtenir des 
onditions suÆsantes pour

qu'une pr�esentation A d'une th�eorie soit syntaxique plus g�en�erales que 
elles de [36℄.

Les travaux de [36℄, notamment sur la 
ompl�etion d'un ensemble d'axiomes pour aboutir �a une

pr�esentation r�esolvante ont �et�e approfondis dans [39, 20℄. Tobias Nipkow a �egalement montr�e que


ertaines transformations de preuves par r�e�e
riture dans les th�eories �equationnelles �etaient li�ees �a

des th�eories r�esolvantes [47℄ .

Hypoth�eses Nous supposons dans 
ette partie que la th�eorie �equationnelle est non potente, 
'est-

�a-dire que la ra
ine des termes des axiomes n'est jamais une variable.

2.4.1 Chemins

Rappelons qu'un axiome d'une th�eorie A est un 
ouple de termes. Nous d�esignerons les axiomes par

les lettres r et s. Nous noterons r

g

sa premi�ere proje
tion et r

d

sa se
onde proje
tion. Si �

:

= �

est un axiome, �

:

= � n'est pas n�e
essairement un axiome, mais son ajout dans A ne modi�e pas

la th�eorie A. A 
haque 
ouple (�; �) on peut asso
ier le 
ouple sym�etrique (�; �). Pour �eviter de

distinguer le sens d'utilisation d'un axiome dans une preuve, nous supposerons que la pr�esentation

A est ferm�ee par sym�etrie. Nous noterons parfois r" et r# deux axiomes sym�etriques.

La notion d'o

urren
e permet de d�esigner un sous-terme dans un terme, mais elle donne tr�es

peu de renseignements sur la stru
ture du terme. De plus, �etant donn�e un alphabet gradu�e C, la

plupart des o

urren
es n'ont au
un sens, 
ar elles ne sont d�e�nies pour au
un terme de l'alg�ebre

T (C;V) libre sur V . Une notion mieux adapt�ee est 
elle de 
hemin.

Soit C un ensemble de symboles gradu�es

11

. Chaque symbole f de C poss�ede une arit�e %(f). Une

dire
tion est un 
ouple (f; k), souvent not�e f

k

form�e d'un symbole f d'arit�e non nulle et d'un entier

k de [1; %(f)℄. Un 
hemin est une suite �nie de dire
tions.

Soit u un 
hemin de la forme (f

i

; x

i

)

i2[1;p℄

, on peut lui asso
ier l'o

urren
e (x

i

)

i2[1;p℄

. Soit � un

terme. On dira que le 
hemin pr�e
�edent est un 
hemin dans � si

� l'o

urren
e (x

i

)

i2[1;p℄

est une o

urren
e de �,

� pour tout k de [2; p℄, �a l'o

urren
e (x

i

)

i2[1;k�1℄

se trouve le symbole f

k

.

On note alors �

=u

le sous-terme de � �a l'o

urren
e asso
i�ee �a u.

Exemple 2.24 La suite f

1

g

2

est un 
hemin. L'o

urren
e asso
i�ee est la suite 12 de longueur 2.

Deux 
hemins sont dits disjoints si au
un n'est pr�e�xe de l'autre.

Si les symboles sont simplement sign�es, 
haque 
hemin est au moins 
hemin d'un terme de

l'alg�ebre. Mais si les symboles sont munis de sortes, la notion de 
hemin n'est pas suÆsamment

pr�e
ise. La bonne notion serait 
elle de terme mono-fronti�ere lin�eaire introduite dans la partie 4.5.3

du 
hapitre 4. Bien que nous 
onsid�ererons toujours des termes ave
 sortes, nous nous 
ontenterons

du 
on
ept de 
hemin.

Les 
hemins sont beau
oup plus pr�e
is que les o

urren
es. Parfois même trop pr�e
is. En fait il est

agr�eable d'avoir une notion interm�ediaire entre 
elle de 
hemin et 
elle d'o

urren
e. En remarquant

qu'une o

urren
e u peut toujours être 
onsid�er�ee 
omme l'ensemble de tous les 
hemins ayant u

pour o

urren
e asso
i�ee, il est naturel de 
onsid�erer des ensembles de 
hemins. En fait nous nous

int�eresserons souvent �a des ensembles de 
hemins tr�es simples que nous d�esignerons par le langage

suivant inspir�e de 
elui des expressions r�eguli�eres :

� Nous notons � le singleton r�eduit au 
hemin vide.

11

Un ensemble de symboles ave
 sortes 
onvient tr�es bien 
ar il est a fortiori gradu�e.
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� Pour tout symbole f d'arit�e p non nulle, nous notons f l'ensemble de 
hemins ff

x

j x 2

[1; %(f)℄g.

� Pour tout entier x, nous notons x l'ensemble de 
hemins ff

x

j f 2 C ^ %(f) � xg. Pour des

valeurs �elev�ees de x, 
et ensemble peut être vide.

� Nous identi�ons un 
hemin au singleton form�e de 
e seul 
hemin.

� Nous notons . le 
hemin de longueur 1 form�e de l'ensemble de toutes les dire
tions.

� Si u et v sont des ensembles de 
hemins, nous notons uv la 
on
at�enation de 
es ensembles

form�ee de toutes les 
on
at�enations d'un 
hemin de u ave
 un 
hemin de v.

� Si u et v sont des ensembles de 
hemins, nous notons (u j v) la r�eunion des ensembles u et v

form�ee de tous les 
hemins de u et de v.

Nous notons u

Æ

la r�eunion (� j u).

� Si K est un ensemble totalement ordonn�e, et (u

k

)

k2K

une suite d'ensembles de 
hemins

d�ependant de k, on note (u

k

)

k2K

la 
on
at�enation de tous les ensembles de 
hemins dans

l'ordre des k 
roissants.

Lorsque u ne d�epend pas de k et siK est �ni, on retrouve la notation 
lassique de l'exponentiation

des expressions r�eguli�eres en notant simplement u

K

.

On note u

�

pour (u

Æ

)

IN

.

Exemple 2.25 L'expression (..

�

) d�esigne l'ensemble des 
hemins de longueur non nulle.

2.4.2 Relations de prouvabilit�e

Soit � un terme et u un 
hemin dans �. S'il existe un axiome r et une substitution � telle que �

=u

soit �egal �a r

d

�, alors le terme � �egal �a �[r

g

�=u℄ est A-�egal �a �. On dit que � est obtenu �a partir de

� par une appli
ation de l'axiome r au 
hemin u. On dit aussi que l'�egalit�e � =

A

� est prouvable

par appli
ation de l'axiome r au 
hemin u et on note

� ����!

r;(u)

�:

La prouvabilit�e est une relation. La r�eunion des relations

����!

r;(u)

[ ����!

s;(v)

est la relation de prouvabilit�e de l' A-�egalit�e de deux termes par appli
ation de l'axiome r au 
hemin

u ou par l'axiome s �a le 
hemin v. Lorsque r et s sont identiques, on peut �e
rire

������!

r;(ujv)

qui est la relation de prouvabilit�e d'une A-�egalit�e par appli
ation de l'axiome r �a un 
hemin de

l'ensemble (u j v). On dira qu'une relation ����!

r;(u)

est �el�ementaire si u est un singleton.

Si R est un sous-ensemble de A, on note �����!

R;(u)

la relation de prouvabilit�e par l'appli
ation d'un

axiome de R �a l'o

urren
e u �egale �a

[

r2R

�

����!

r;(u)

�

et simplement ���!

(u)

lorsque R est �egal �a A. Par d�efaut R est �egal �a A et (u) est l'ensemble de tous les


hemins. On retrouve ainsi la notation habituelle ��! pour une relation de prouvabilit�e �el�ementaire

quel
onque, 
'est-�a-dire la relation =

A

. La relation d'�egalit�e sur T que l'on notera � pour �eviter

toute ambiguit�e ave
 la m�eta-notation est une relation de prouvabilit�e. On note

Æ

���!

x

la r�eunion

���!

x

[ �.
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La 
omposition d'une relation de prouvabilit�e ���!

x

ave
 une relation de prouvabilit�e ��!

y

�egale �a

��!

y

Æ���!

x

s'�e
rit simplement ���!

x

��!

y

. Si K est un ensemble �ni totalement ordonn�e, et

�

����!

x

k

�

k2K

une suite de relations de prouvabilit�e d�ependant de k, on note

�

���!

x

�

k2K

ou plus simplement

k 2 K

�������!

x

la 
omposition d�e�nie r�e
ursivement par

^

8

>

>

<

>

>

:

0

���!

x

= �;

k 2 [1; p+ 1℄

�������������!

x

k

=

k 2 [1; p℄

���������!

x

k

�����!

x

k+1

:

o�u p+ 1 d�esigne le plus petit �el�ement sup�erieur stri
tement �a p dans K, et [1; p℄ l'ensemble de tous

les �el�ements inf�erieur ou �egal �a p dans K. Lorsque x ne d�epend pas de k, on retrouve l'it�eration de

l'op�eration de 
omposition que l'on note simplement

K

���!

x

.

On note

�

���!

x

la fermeture transitive de la relation ���!

x

Exemple 2.26 La notation

�

�����!

(.

k

.

�

)

Æ

���!

(�)

est la relation de prouvabilit�e par un nombre quel
onque d'appli
ations d'axiomes �a un 
hemin de

longueur au moins k suivi �eventuellement de l'appli
ation d'un axiome �a la ra
ine.

La notation

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

�����!

(2.

�

)

d�esigne la relation de prouvabilit�e par l'appli
ation d'un axiome �a la ra
ine suivi d'un nombre

quel
onque d'appli
ations d'axiomes �a des o

urren
es non nulles puis l'appli
ation d'un axiome

dans le deuxi�eme sous terme dire
t.

La relation d'A-�egalit�e se note simplement

�

����!

(.

�

)

Pour tous termes � et � A-�egaux, il existe don
 une 
omposition de relations de prouvabilit�e

�el�ementaires

i 2 [1; p℄

���������!

x

i

;

et une suite de termes interm�ediaires (�

i

)

i

[2[1;1℄

;p�1℄

telles que

� ���!

x

1

�

1

: : : ���!

x

i

�

i

: : : �

p�1

���!

x

p

�

L'�e
riture 
i-dessus est une preuve de la relation �

i 2 [1; p℄

���������!

x

i

� entre � et � .

Si H est un sous-ensemble de T , et si � et � , et tous les termes interm�ediaires sont dans H , on

dit que la preuve est une preuve dans H .

D�e�nition 2.33 Soit H est un ensemble de termes. On dit que relation ���!

x

se r�eduit dans H sur

la relation ��!

y

, et on note

���!

x

�

H

��!

y

si pour tous termes � et � tels qu'il existe une preuve de � ���!

x

� dans H , il existe aussi une preuve

de � ��!

y

� dans H . Par d�efaut H est l'ensemble T tout entier et on note simplement ���!

x

� ��!

y

.
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Remarque 2.27 La relation �

H

n'est pas exa
tement la restri
tion de � �a H . Plus exa
tement

���!

x

�

H

���!

x

n'est en g�en�eral pas �equivalent �a

(���!

x

j

�

H

2

) � (��!

y

j

�

H

2

)


ar une preuve de ���!

x

j

�

H n'est une preuve dans H de ���!

x

ave
 
ertitude que si ���!

x

est une relation

de prouvabilit�e �el�ementaire.

Remarque 2.28 La relation � est la relation d'in
lusion sur l'ensemble des relations de prou-

vabilit�e. La relation �

H

est la relation d'in
lusion des relations de prouvabilit�e dans H . Les

propri�et�es suivantes sont don
 imm�ediates.

1. La relation �

H

est r�e
exive et transitive.

2.

�

���!

x

�

H

��!

z

^ ��!

v

�

H

��!

z

�

()

�

(���!

x

[ ��!

v

) �

H

��!

z

�

Proposition 2.28 Nous avons �egalement de fa�
on �evidente les r�edu
tions suivantes :

��

i 2 [0; p℄

���������!

r

i

;(u

i

)

�

�

H

�

j 2 [0; q℄

���������!

s

j

;(v

j

)

��

=)

��

i 2 [0; p℄

����������!

r

p�i

;(u

p�i

)

�

�

H

�

j 2 [0; q℄

����������!

s

q�j

;(v

q�j

)

��

et pour tous 
hemins u et v disjoints,

����!

r;(u)

����!

s;(v)

�

H

����!

s;(v)

����!

r;(u)

Remarque 2.29 Si u est un 
hemin, d'une preuve � ����!

r;(u)

� , on obtient une preuve �

=u

����!

r;(�)

�

=v

dite la sous-preuve �a l'o

urren
e u. R�e
iproquement, si �

=u

����!

r;(�)

� , alors � ����!

r;(u)

�[�=u℄.

2.4.3 Pr�esentations r�esolvantes

Pour tous symboles homog�enes f et g, on note A(f; g) l'ensemble A \ f(T )� g(T ).

D�e�nition 2.34 Un 
ouple de symboles homog�enes (f; g) est r�esolvant pour la pr�esentation A si

pour tout 
ouple de termes A-�egaux de f(T ) � g(T ), il existe une preuve de leur A-�egalit�e qui


ontienne au plus une o

urren
e d'un axiome �a la ra
ine. Une pr�esentation A est r�esolvante si

tous les 
ouples de symboles homog�enes sont r�esolvants. Une th�eorie est r�esolvante si'l existe une

pr�esentation r�esolvante de 
ette th�eorie.

Exemple 2.30 La pr�esentation fa

:

= b; b

:

= 
g n'est pas r�esolvante 
ar le 
ouple (a; b) est r�esolvant

mais le 
ouple (a; 
) ne l'est pas. Cependant la th�eorie engendr�ee est r�esolvante 
ar l'ajout de l'axiome

a

:

= 
 rend tous les 
ouples r�esolvants.

La th�eorie vide est r�esolvante. La th�eorie ff(g(�))

:

= g(�)g est r�esolvante. Mais la th�eorie

ff(g(�))

:

= f(�)g n'est pas r�esolvante. On pourra trouver de nombreux exemples dans [36℄ et [39℄.

Il existe trois sortes de probl�emes que l'on peut se poser.

� Une pr�esentation est-elle r�esolvante ?

� Une th�eorie est-elle r�esolvante ?

� Trouver la pr�esentation r�esolvante d'une th�eorie r�esolvante.

� On peut �egalement s'int�eresser �a minimaliser une pr�esentation r�esolvante.

Nous nous int�eressons dans la suite uniquement au premier probl�eme. Mais la m�ethode propos�ee

pourrait donner de nouvelles r�eponses �a la troisi�eme question. Une 
ara
t�erisation des th�eories

r�esolvantes par la 
omplexit�e des ensembles 
omplets minimaux de solutions est faite dans [39℄.

L'�etude la plus r�e
ente sur la 
ompl�etion d'une pr�esentation pour la rendre r�esolvante est 
ertaine-

ment [20℄.
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Remarque 2.31 La r�esolvabilit�e d'une pr�esentation A s'�e
rit

�

��! �

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

:

Nous �etudierons plus loin la r�esolvabilit�e �a partir de 
ette r�edu
tion. Mais on pourra aussi

l'�etudier �a partir de la 
ara
t�erisation suivante.

Lemme 2.29 Un 
ouple de symboles homog�enes f d'arit�e p et g d'arit�e q est r�esolvant si et seule-

ment si pour tous termes � de f(T ) et � de g(T ) :

� =

A

� () _

"

f = g ^ (8i 2 [1; p℄; �

=i

=

A

�

=i

)

9r 2 A(f; g); 9� 2 S; (8i 2 [1; p℄; �

=i

=

A

r

g

=i

�) ^ (8j 2 [1; q℄; �

=j

=

A

r

d

=j

�)

D�emonstration La 
ondition suÆsante est �evidente. Montrons que la 
ondition est n�e
essaire.

Consid�erons un 
ouple de symboles (f; g) et deux termes � de f(T ) et � de g(T ) A-�egaux.

S'il existe une preuve de leur A-�egalit�e sans appli
ation d'axiome �a la ra
ine, alors il est fa
ile de

montrer par r�e
urren
e sur la taille de 
ette preuve que f et g sont �egaux et que tous les sous-termes

dire
ts de � sont A-�egaux aux sous-termes dire
ts 
orrespondant de � .

S'il existe une preuve de leur A-�egalit�e ave
 exa
tement une o

urren
e d'axiome �a la ra
ine, elle

est de la forme

�

�

����!

(..

�

)

� ����!

r;(�)

�

�

����!

(..

�

)

�:

Il existe don
 une substitution � telle que r

g

� = � et r

d

� = �. Comme la preuve de � =

A

� ne


omporte pas d'o

urren
e �a la ra
ine, on a �

=i

=

A

r

g

�

=i

pour tout i de [1; p℄ o�u p est l'arit�e de f .

De même, 
omme la preuve de � =

A

� ne 
omporte pas d'o

urren
e �a la ra
ine, on a �

=j

=

A

r

g

�

=i

pour tout j de [1; q℄ o�u q est l'arit�e de g.

Proposition 2.30 Un 
ouple form�e d'un seul symbole d�e
omposable est r�esolvant.

D�emonstration Il suÆt de montrer que la proposition

9r 2 A(f; f); 9� 2 S; 8i 2 [1; p℄; (�

=i

=

A

r

g

=i

�) ^ (�

=j

=

A

r

d

=j

�);

implique la proposition

8i 2 [1; p℄; �

=i

=

A

�

=i

:

Puisque f est d�e
omposable tout axiome r de A(f; f) satisfait

8i 2 [1; p℄; r

g

=j

=

A

r

d

=j

:

On obtient dire
tement la 
on
lusion en 
omposant pas � et en utilisant les �egalit�es en hypoth�eses.

La 
ondition pour que le 
ouple (f; f) soit r�esolvant se r�eduit alors �a

8�; � 2 f(T ); (� =

A

� () 8i 2 [1; p℄; �

=i

=

A

�

=i

)

qui est v�eri��ee grâ
e �a la remarque pr�e
�edente.

Proposition 2.31 Un 
ouple de symboles de 
ollision est r�esolvant.

D�emonstration Si fTop (�);Top (�)g est un doublet de 
ollision, on n'a jamais � =

A

� et a fortiori

A(Top (�);Top (�)) est vide.

2.4.4 Premi�eres 
onditions suÆsantes de r�esolvabilit�e

Montrer qu'un 
ouple est r�esolvant revient �a montrer que les preuves d'A-�egalit�es peuvent s'�e
rire

sous des formes 
anoniques. On peut esp�erer obtenir la r�esolvan
e par des syst�emes de r�e-�e
riture


anoniques qui permettent de normaliser les preuves. C'est en partie vrai 
omme le montre la

propri�et�e suivante.
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Proposition 2.32 Soit (f; g) un 
ouple de symboles. S'il existe une orientation 
anonique R des

axiomes de A telle qu'il existe au plus une r�egle r de R ayant l'un des symboles f ou g en tête de

l'hypoth�ese, et au
une r�egle de R ayant le 
as �e
h�eant le symbole Top (r

d

) en tête de l'hypoth�ese,

alors le 
ouple (f; g) est r�esolvant.

D�emonstration Il est 
lair que dans les 
onditions pr�e
�edentes la normalisation par le syst�eme

R de 
ha
un des deux termes ne peut 
ontenir qu'une utilisation de r�egle �a une o

urren
e nulle.

Il existe don
 une preuve de l'A-�egalit�e de 
es deux termes ave
 au plus une seule o

urren
e �a la

ra
ine.

Les 
onditions 
i-dessus sont tr�es parti
uli�eres, et l'utilisation de syst�emes de r�e�e
riture 
anon-

iques pour montrer la r�esolvan
e ne 
onvient que pour des 
as en g�en�eral triviaux. Nous d�eveloppons

une m�ethode assez g�en�erale d'�etude de la r�esolvan
e d'un ensemble d'axiomes. L'id�ee g�en�erale est

tr�es simple et 
onsiste �a d�e
ortiquer la relation =

A

en une r�eunion de relations de prouvabilit�e

[

i2[1;p℄

���!

x

i

pour lesquelles on saura fa
ilement montrer

���!

x

i

�

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

:

La r�esolvabilit�e de A d�e
oulera alors imm�ediatement de la d�e
omposition 
i-dessus. La suite de 
ette

partie 
onsiste �a 
onstruire des relations de prouvabilit�e satisfaisant la r�edu
tion pr�e
�edente et �a

�etudier leurs 
ombinaisons.

Lemme 2.33 Une pr�esentation A est r�esolvante si et seulement si

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

:

pour 
ette pr�esentation.

D�emonstration La 
ondition n�e
essaire est �evidente. Pour montrer la 
ondition suÆsante, il suÆt

de remarquer que la relation

�

����!

(.

�

)

�egale �a

[

k2IN

�

�

����!

(..

�

)

�

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

�

k

�

:

On montre alors

�

����!

(..

�

)

�

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

�

k

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

pour tout k par r�e
urren
e sur k.

Ce lemme donne une 
ara
t�erisation plus simple de la r�esolvabilit�e. On peut en d�eduire des


onditions suÆsantes qui ne seront plus des 
onditions n�e
essaires. Naturellement, Plus les 
onditions

suÆsantes seront g�en�erales, moins elle seront fa
iles �a v�eri�er.

Proposition 2.34 Une 
ondition suÆsante pour qu'une pr�esentation soit r�esolvante est

^

8

>

>

<

>

>

:

���!

(�)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

����!

(..

�

)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

Cette 
ondition est aussi appel�ee �-
on
uen
e [20℄.

D�emonstration On montre

���!

(�)

k

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(.�)
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pour tout k par r�e
urren
e sur k. Comme la relation

[

k2IN

�

���!

(�)

k

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

est �egale �a ���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

, on peut appliquer le lemme pr�e
�edent.

La deuxi�eme partie de 
ette 
ondition suÆsante est une 
ondition de 
ommutativit�e qui est tr�es

forte. Une fa�
on de l'a�aiblir est de ne demander la 
ommutativit�e qu'�a partir d'une plus grande

hauteur. On obtient la 
ondition 
i-dessous.

Proposition 2.35 Une 
ondition suÆsante pour qu'une pr�esentation soit r�esolvante est

^

8

>

>

<

>

>

:

���!

(�)

�����!

(...

�

)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

���!

(�)

�

���!

(.)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

D�emonstration On montre d'abord la r�edu
tion

���!

(�)

�

�����!

(...

�

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

;

par la même m�ethode que 
elle utilis�ee pour la proposition 2.34. Puis en remarquant que la relation

������!

(...

�

j.)

est �egale �a ����!

(..

�

)

, on en d�eduit la r�edu
tion

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

:

qui est l'hypoth�ese du lemme 2.33.

Remarque 2.32 En fait on pourrait g�en�eraliser �a la k-i�eme 
ondition suÆsante

^

8

>

>

>

<

>

>

>

:

���!

(�)

�����!

(.

k

.

�

)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

���!

(�)

�

���������!

(.(.

Æ

)

k�2

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

On ne se d�ebarassera pas ainsi de la 
ondition de 
ommutativit�e, mais l'espoir est qu'�a partir

d'une 
ertaine hauteur 
ette 
ondition soit fa
ile �a obtenir. C'est 
e que pr�e
ise la partie suivante,

nous montrerons ensuite 
omment ramener la derni�ere in
lusion de la 
ondition suÆsante �a une

�etude sur des motifs �nis.

2.4.5 Conditions suÆsantes de 
ommutativit�e

Lemme 2.36 Soit r un axiome �

:

= � tel qu'il existe une variable apparaissant exa
tement une fois

dans � �a l'o

urren
e u et q fois dans � aux o

urren
es (u

i

)

i2[1;q℄

, alors pour tout axiome s et tout

o

urren
e v,

����!

r;(�)

�����!

s;(uv)

�

j 2 [1; q℄

���������!

s;(u

j

v)

����!

r;(�)

D�emonstration Une preuve �ltr�ee par ����!

r;(�)

�����!

s;(uv)

est de la forme :

�� ����!

r;(�)

�� �����!

s;(uv)

��[�=uv℄

Notons � la variable �

=u

. De la preuve

�� ������!

s;(vw)

��[�=uv℄
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on peut extraire la sous-preuve �a l'o

urren
e u

�� ����!

s;(v)

��[�=v℄

et l'appliquer �a l'ensemble des o

urren
es (u

j

)

j2[1;q℄

de � dans �. En notant � le terme ��[�=v℄,

��

j 2 [1; q℄

���������!

s;(u

j

v)

��[�=u

j

℄

j2[1;q℄

Notons �

0

la restri
tion de � �a V n f�g. Le terme du membre droit s'�e
rit �(�

0

+ (� 7! �)). On

peut don
 lui appliquer la r�egle r �a l'o

urren
e �. On obtient �(�

0

+ (� 7! �)) qui, 
omme u est la

seule o

urren
e

12

de � dans � , s'�e
rit aussi ��[�=u℄ et se simpli�e en rempla�
ant � par ��

=u

[�=v℄

en ��[�=uv℄.

Corollaire 2.37 Si r est un axiome non potent

13

de A tel qu'il existe une variable apparaissant

exa
tement une fois dans r

d

�a l'o

urren
e v alors pour tout axiome s,

����!

r;(�)

������!

s;(v.

�

)

�

�

������!

s;(..

�

)

����!

r;(�)

D�emonstration Il suÆt de remarquer que les o

urren
es u

i

ne peuvent pas être nulles.

Remarque 2.33 L'hypoth�ese de lin�earit�e est tr�es forte. En parti
ulier les deux 
onditions su�-

isantes des propri�et�es 2.34 et 2.35 
omportent une 
ondition de 
ommutativit�e qui ne sera pas

satisfaite en g�en�eral

14

pour des axiomes non lin�eaires.

Pour des ensembles d'axiomes non lin�eaires, on pourra repartir de la 
ondition

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

(1)

puis s�eparer l'hypoth�ese en la r�eunion des relations :

[

r2A

s2A

����!

r;(�)

�

����!

(..

�

)

����!

s;(�)

Dans la plupart des 
as, on aura :

����!

r;(�)

�����!

(u.

�

)

�

�

�����!

(u.

�

)

Æ

���!

(�)

pour toute o

urren
e u d'une variable dans r

d

, ou bien

�����!

(u.

�

)

����!

s;(�)

�

Æ

���!

(�)

�

�����!

(u.

�

)

pour toute o

urren
e u d'une variable dans s

g

. Pour 
ha
un de 
es 
ouples (r; s), on pourra essayer

de montrer les 
onditions de la remarque 2.32. Pour les autres 
ouples, il faudra montrer dire
te-

ment la 
ondition (1). On pourra �eventuellement simpli�er l'ensemble (..

�

) en tenant 
ompte des


ombinaisons d'axiomes impossibles, mais il faudra utiliser une m�ethode dire
te.

Exemple 2.34 Consid�erons les deux axiomes r" et s" respe
tivement �egaux �a f(�; �)

:

= g(�) et

b

:

= 
 et la th�eorie form�ee de 
es deux axiomes et de leurs axiomes sym�etriques r# et s#. L'axiome

r n'est pas lin�eaire. L'axiome s l'est et v�eri�e don


����!

s;(�)

����!

(..

�

)

� ����!

(..

�

)

����!

s;(�)

^ ����!

(..

�

)

����!

s;(�)

� ������!

s;(..

�

)

���!

(�)

12

La 
ondition de lin�earit�e de � en � est indispensable i
i.

13

Cette 
ondition est parti
uli�erement importante i
i. Bien qu'elle soit suppos�ee v�eri��ee dans toute 
ette partie,

elle n'�etait toutefois pas n�e
essaire pour le lemme 
i-dessus

14

Dans la plupart des 
as non lin�eaires, il est fa
ile de 
onstruire des 
ontre-exemples �a la 
ommutativit�e.
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Il est fa
ile de montrer que la seule relation restant �a �etudier est

����!

r;(�)

�

����!

(..

�

)

����!

r;(�)

:

Comme ����!

(..

�

)

laisse invariant le symbole de tête, les seules 
ombinaisons possibles sont des orienta-

tions oppos�ees des deux axiomes r. Le 
as �����!

r";(�)

�

����!

(..

�

)

�����!

r#;(�)

, peut s'obtenir simplement puisque

�����!

r";(�)

����!

(..

�

)

� ����!

(..

�

)

�����!

r"(.)


ar la 
ondition de lin�earit�e est v�eri��ee dans 
e sens.

Le 
as �����!

r#;(�)

�

����!

(..

�

)

�����!

r";(�)

se montre dire
tement. Une preuve de 
ette relation est de la forme

g(�) �����!

r#;(�)

f(�; �)

�

����!

(..

�

)

f(�; �) �����!

r";(�)

g(�)

La relation interm�ediaire

�

����!

(..

�

)

est de la forme

�

��������!

(1.

�

j2.

�

)

. Comme les deux ensembles de 
hemins

sont disjoints, on peut la r�eduire sur la relation

�

�����!

(1.

�

)

�

�����!

(2.

�

)

. La preuve 
i-dessus prouve don
 la

relation

f(�; �)

�

�����!

(1.

�

)

f(�; �):

On peut en extraire la sous-preuve �a l'o

urren
e 1

�

�

����!

(.

�

)

�

d'o�u l'on en d�eduit une preuve

g(�)

�

�����!

(1.

�

)

g(�)

2.4.6 Etude de la r�esolvabilit�e sur des motifs minimaux

Nous raÆnons la 
ondition suÆsante 2.35 de r�esolvabilit�e de fa�
on �a diminuer le nombre de relations

�el�ementaires de prouvabilit�e en hypoth�ese.

Lemme 2.38 S'il existe un ensemble H

a

d'ensembles de termes, muni d'une relation n�th�erien-

ne � telle que pour tout ensemble H de H

a

les propri�et�es :

���!

(�)

�����!

(...

�

)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

(h

1

)

���!

(�)

�

Æ

���!

(k)

�

k2IN

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

(h

2

)

f(�

i

)

i2[1;p℄

2 H =) 8i 2 [1; p℄; 9H

0

2 H

a

; H � H

0

^ �

i

2 H

0

(h

3

)

sont v�eri��ees, alors la propri�et�e

�

��! �

H

a

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

est v�eri��ee.

D�emonstration Notons (H) la propri�et�e

�

��! �

H

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

:

Soit H

n

le plus grand sous-ensemble de H

a

dans lequel il n'existe pas de suite d�e
roissante de

longueur sup�erieure �a n. Nous montrons (H

n

) pour tout entier n par r�e
urren
e sur n. Comme H

0
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est l'ensemble vide, nous avons (H

0

). Supposons (H

n

) et montrons (H

n+1

). Il suÆt de montrer (H)

pour tout ensemble H de H

n+1

. Compte tenu de la 
ondition h

1

, il suÆt de montrer :

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

Consid�erons une preuve dans H �ltr�ee par ���!

(�)

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

. Comme des relations de prouvabilit�e �a des


hemins non pr�e�xes l'un de l'autre 
ommutent, nous pouvons r�earranger la preuve en regroupant

les 
hemins ayant même premi�ere dire
tion :

���!

(�)

�

�

�����!

(k.

�

)

�

k2[1;p℄

���!

(�)

La sous-preuve extraite de

�

�����!

(k.

�

)

au 
hemin ���!

(k)

�ltr�ee par ����!

(.

�

)

est dans un ensemble H

0

tel que

H � H

0

, don
 H

0

est un �el�ement de H

n

. Par l'hypoth�ese (H

n

), 
ette sous preuve se r�eduit en une

sous preuve de H de la forme

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

. Don
 la preuve initiale se r�eduit en une preuve

���!

(�)

�

�

�����!

(k..

�

)

Æ

���!

(k)

�

�����!

(k..

�

)

�

k2[1;p℄

���!

(�)

En r�eordonnant les 
hemins disjoints, nous pouvons en
ore l'�e
rire

���!

(�)

�

�

�����!

(k..

�

)

�

k2[1;p℄

�

Æ

���!

(k)

�

k2[1;p℄

�

�

�����!

(k..

�

)

�

k2[1;p℄

���!

(�)

Comme

���!

(�)

�����!

(k..

�

)

�

H

n+1

����!

(..

�

)

���!

(�)

;

et par image miroir

�����!

(k..

�

)

���!

(�)

�

H

n+1

���!

(�)

����!

(..

�

)

;

nous r�e
rivons la preuve pr�e
�edente en une preuve de H

n+1

�ltr�ee par

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

Æ

���!

(k)

�

k2[1;p℄

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

En�n, la 
ondition h

2

nous permet de r�e�e
rire 
ette preuve en une preuve

�

����!

(..

�

)

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

de H

n+1

.

Corollaire 2.39 S'il existe une famille 
roissante d'ensembles (H

a

k

)

k2IN

v�eri�ant les 
onditions

de la proposition pr�e
�edente, et dont la r�eunion est l'ensemble de toutes les preuves, alors A est

r�esolvant.

Le lemme pr�e
�edent et son 
orollaire sont des 
onditions plus restri
tives que la 
ondition de la

propri�et�e 2.35, mais ils ont l'avantage de porter sur des relations de prouvabilit�e plus �el�ementaires.

Si le nombre d'axiomes est �ni, le nombre de relations �el�ementaires 
omposant la relation en hy-

poth�ese est �ni. Il sera alors possible d'etudier 
ha
une des 
ombinaisons s�epar�ement, en utilisant

les propri�et�es suivantes.

Si � ���!

x

� alors pour toute substitution �, �� ���!

x

��. On peut don
 �etendre l'ordre < sur les

termes �a un ordre sur les preuves.

D�e�nition 2.35 Soit H un sous-ensemble de T . Un diagramme minimal dans H pour une relation

de prouvabilit�e est une preuve minimale dans H de 
ette relation entre deux termes.
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Proposition 2.40 Une relation ���!

x

se r�eduit sur une relation ��!

y

dans H si et seulement si tous

les diagrammes minimaux pour ���!

x

se r�eduisent dans H sur la relation ��!

y

.

D�emonstration Cette propri�et�e est triviale, son int�erêt est essentiellement de d'insister sur l'utilisitation

de diagrammes minimaux.

Proposition 2.41 Si tous les axiomes sont lin�eaires, 
'est-�a-dire qu'une variable ne peut pas ap-

parâ�tre plus d'une fois dans un membre d'axiome, et non potents, une 
ondition suÆsante pour

que

���!

(�)

����!

(..

�

)

� ����!

(..

�

)

���!

(�)

est que 
ette propri�et�e soit vraie pour tous les diagrammes minimaux obtenus par superposition

d'axiomes.

D�emonstration Les diagrammes qui ne sont pas obtenus par superposition sont 
ompos�es d'appli
ations

d'axiomes �a des o

urren
es disjointes et dans 
e 
as la preuve se r�eduit par la propri�et�e 2 de la

proposition 2.28, ou bien d'o

urren
es pr�e�xes qui rentrent dans le 
adre du 
orollaire 2.37.

Exemple 2.35 La th�eorie Cg o�u le seul axiome est la 
ommutativit�e gau
he est r�esolvante. Soit �

le symbole 
ommutatif �a gau
he. Le seul axiome est

x� (y � z) = y � (x� z)

Cette �equation 
onserve la taille des termes. Nous 
onsid�erons les ensembles H

n

form�es des termes

de tailles inf�erieures ou �egales �a n. La 
ondition h

3

est satisfaite. La 
ondition h

1

est satisfaite 
ar

les axiomes sont lin�eaires et leurs o

urren
es non variables sont de longueur au plus 1.

Deux appli
ations 
ons�e
utives �a la ra
ine s'annulent. Comme

���!

(�)

���!

(1)

�

H

n

����!

(21)

���!

(�)

le seul 
as �a envisager pour montrer h

2

est ���!

(�)

���!

(2)

���!

(�)

. Nous avons le diagramme suivant (lire de

la gau
he vers la droite)

�� (� � (
 � Æ))

(�)

%. -&

(2)

� � (� � (
 � Æ)) �� (
 � (� � Æ))

(2)

x

y

�

x

y

(�)

� � (
 � (�� Æ)) 
 � (�� (� � Æ))

(�)

-& %.

(2)


 � (� � (�� Æ))

2.4.7 Th�eories syntaxiques

D�e�nition 2.36 Une th�eorie non potente est syntaxique si'l existe une pr�esentation r�esolvante A

pour laquelle A(f; g) est �ni pour tout 
ouple homog�ene (f; g). On dit alors que A en est une

pr�esentation syntaxique.

Soit A un ensemble d'axiomes non potents, � = f(�

i

)

i2[1;p℄

et � = g(�

j

)

j2[1;q℄

deux termes prot�eg�es

par W . Si f = g, on note De


1

(�

:

= �) le syst�eme :

G

i2[1;p℄

f�

i

:

= �

i

g

On note Gen ax

W

A

(�

:

= �) la disjon
tion des syst�emes

G

r2D

0

�

i2[1;p℄

f�

i

:

= r

g

=i

g u

j2[1;q℄

f�

j

:

= r

d

=j

g

1

A
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o�u D est une 
opie de A(f; g) en dehors de W .

On note appelle g�en�eralisation par les axiomes le rempla
ement de l'�equation �

:

= � par la

disjon
tion

15

de syst�emes :

Gen

W

A

(�

:

= �) =

8

<

:

Gen ax

W

A

(�

:

= �) si f = g

Gen ax

W

A

(�

:

= �) tDe


1

(�

:

= �) sinon

La g�en�eralisation par les axiomes �etend la d�e
omposition pour les th�eories syntaxiques.

Th�eor�eme 4 Si A est une th�eorie syntaxique non potente, alors pour toute �equation ind�e
omposable

e, on a Gen

W

A

(e) �i

W

A

e.

La d�e
omposition par les axiomes peut don
 être utilis�ee 
omme op�eration de mutation pourvu

qu'on puisse lui asso
ier une mesure d�e
roissante.

D�emonstration Cette preuve suit exa
tement la preuve de [36℄ mais ave
 des hypoth�eses l�eg�erement

di��erentes.

Notons f et g les symboles �(�) et �(�) et p et q leurs arit�es. Soit � un uni�
ateur de Gen

W

A

(�

:

= �)

en dehors de W . Montrons que � est solution de � . Si f = g, alors Gen

W

A

(�

:

= �) est �egal �a

G

i2[1;p℄

f�

i

:

= �

i

g

On a ainsi �

i

� =

A

�

i

� don
 � est solution de �

:

= � . Sinon, Gen

W

A

(�

:

= �) est �egal �a

G

r2D

0

�

i2[1;p℄

f�

i

:

= r

g

=i

g u

j2[1;q℄

f�

j

:

= r

d

=j

g

1

A

Il existe don
 un axiome r dans D tel que

(8i 2 [1; p℄; ��

=i

=

A

r

g

=i

�) ^ (8j 2 [1; q℄; ��

=j

=

A

r

d

=j

�)

Comme la th�eorie est r�esolvante, on en d�eduit �� =

A

��.

R�e
iproquement, soit � est un uni�
ateur de �

:

= � en dehors de W de domaine in
lus dans W .

La th�eorie �etant r�esolvante, si f = g alors ��

=i

= ��

=i

pour tout i de [1; p℄ don
 � est solution de

Gen

W

A

(�

:

= �). Sinon, il existe un axiome r dans A(f; g) et une substitution � telle que

(8i 2 [1; p℄; ��

=i

=

A

r

g

=i

�) ^ (8j 2 [1; q℄; ��

=j

=

A

r

d

=j

�)

Il existe n�e
essairement une 
opie par � de r dans D. Comme le domaine de �

�1

� n'inter
epte pas


elui de �, la substitution �+ �

�1

� est une extension de �. C'est une solution de

i2[1;p℄

f�

i

:

= r

g

�

=i

g u

j2[1;q℄

f�

j

:

= r

d

�

=j

g

don
 a fortiori solution de la disjon
tion Gen

W

A

(�

:

= �).

Remarque 2.36 La pr�esentation pr�e
�edente de la 
ommutativit�e gau
he est syntaxique, mais la

g�en�eralisation 
orrespondante ne fournit pas une op�eration de mutation 
ar elle n'est pas n�th�erienne.

Une solution est propos�ee dans [36℄.

15

La 
ondition de �nitude dans la d�e�nition d'une th�eorie syntaxique assure qu'il s'agit bien d'une disjon
tion.
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Chapitre 3

Typage dans le langage ML

Ce 
hapitre pr�esente la synth�ese de types dans le langage ML. Le premier algorithme de synth�ese

de types pour le langage ML est 
elui de L. Damas et R. Milner dans [18℄. Une appro
he simple

et 
ompl�ete de ML et de son typage est pr�esent�ee dans [13℄. L'algorithme de typage a �et�e implant�e

dans de nombreux langages de la famille de ML souvent ave
 des extensions permettant de traiter


orre
tement les 
onstru
tions imp�eratives. Notamment l'extension ave
 des variables de type faibles,

�etudi�ee par Mads Tofte dans [58℄. Beau
oup d'�etudes ont �egalement �et�e faites sur l'extension du

typage de la r�e
ursion [46, 33, 32, 34, 35℄. Mais 
e n'est que tr�es r�e
emment que l'eÆ
a
it�e de

l'algorithme de synth�ese de types a �et�e �etudi�ee, notamment dans [31℄, o�u Paris Kanellakis et John

C. Mit
hell donnent des bornes inf�erieures et sup�erieures pour sa 
omplexit�e dans le 
as le pire.

Habituellement la synth�ese de types en ML est sp�e
i��ee par un syst�eme de r�egles d'inf�eren
e,

desquelles est extrait un algorithme. Or il existe di��erentes variantes du syst�eme d'inf�eren
e initial.

Toutes les pr�esentations sont bien sûr �equivalentes, mais 
ela n'est pas toujours prouv�e. D'autre

part, les algorithmes extraits sont souvent ineÆ
a
es ou tr�es �eloign�es de la sp�e
i�
ation initiale, et

les optimisations deviennent des ruses qu'il est diÆ
ile de justi�er th�eoriquement.

Nous allons dans 
e 
hapitre partir du syst�eme d'inf�eren
e le plus 
ouramment utilis�e. Nous le

transformerons progressivement en un syst�eme d'inf�eren
e �nal, duquel nous extrairons tr�es simple-

ment un algorithme tr�es eÆ
a
e. Les syst�emes interm�ediaires sont tous tr�es voisins les uns des autres,


ar 
haque transformation s'atta
hera �a ne r�esoudre qu'un seul des d�efauts du syst�eme pr�e
�edent.

La multipli
it�e des syst�emes interm�ediaires qui pouvait parâ�tre lourde a priori est en fait un double

avantage. D'une part nous montrerons tr�es fa
ilement la 
orre
tion de 
ha
une des transformations.

D'autre part, nous obtiendrons �a l'issue une panoplie de pr�esentations de la synth�ese de types en

ML toutes �equivalentes, 
e qui l�evera l'ambigu��t�e 
it�ee 
i-dessus.

Le r�esultat de 
e 
hapitre est triple. Le premier int�erêt est d'ordre pratique. L'algorithme que

nous obtenons est �a la fois tr�es simple et tr�es eÆ
a
e, �a notre 
onnaissan
e ; 
'est le plus eÆ
a
e

des algorithmes r�eellement implant�es. Le se
ond est d'ordre th�eorique. La preuve de 
orre
tion de

l'algorithme nous montrera l'existen
e d'un type prin
ipal pour la synth�ese de types de ML. Ce

r�esultat est obtenu pour des types de premier ordre munis d'une th�eorie �equationnelle r�eguli�ere. Il

�etend don
 le r�esultat de L. Damas et R. Milner. En�n le dernier est plus d'ordre strat�egique, 
ar les

performan
es de l'algorithme seront li�ees �a une in
r�ementalit�e des simpli�
ations, qui pourra servir

de guide dans toute extension du typage de ML, notamment pour l'ajout de relations d'in
lusion

sur les types.

3.1 Lambda 
al
ul simplement typ�e

D�e�nition 3.1 Soit V

E

un ensemble d�enombrable de variables de termes et un ensemble d�enombrable

de 
onstantes. L'ensemble des termes du �-
al
ul est le plus petit ensemble, not�e �

E

, v�eri�ant :

1. Si x est une variable alors x est un terme.

2. Si M et N sont deux termes alors l'appli
ation de M �a N , not�ee MN est un terme.

3. SiM est un terme et x une variable alors l'abstra
tion de x dansM , not�ee �x:M est un terme.

55
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Nous 
onsid�erons l'alphabet gradu�e C 
ompos�e du seul symbole ! d'arit�e deux et un ensemble

d�enombrable de variables de types V . Nous notons T l'alg�ebre libre T (C;V) dont les �el�ements seront

appel�es types.

Une assertion est une paire not�ee x : � d'une variable x de �

E

et d'un type �. Un 
ontexte est

une suite �nie d'assertions. Les 
ontextes seront d�esign�es par les lettres � et �. La 
on
at�enation du


ontexte � ave
 l'assertion x : � est not�ee �[x : �℄. On note �

x

la sous-suite extraite de � 
onstitu�ee

des assertions x : � de �. Si 
ette suite est vide, on dit que la variable x est libre dans �, sinon on

note �(x) le type � tel que x : � soit le dernier �el�ement de �

x

et on dit que la variable x est d�e
lar�ee

de type � dans �.

On d�e�nit une relation entre un 
ontexte �, un terme M et un type �, dite jugement de typage

et not�ee � `M : � 
omme la plus petite relation v�eri�ant :

(V AR)

[� = �(x)℄

� ` x : �

(FUN)

�[x : �℄ `M : �

� ` �x:M : � ! �

(APP )

� `M : � ! � � ` N : �

� `M N : �

Pour être rigoureux, il faudrait ajouter la r�egle d'�egalit�e stru
turelle

(EQUAL)

� `M : � [� = � ℄

� `M : �

mais 
elle-
i est souvent sous-entendue et repouss�ee dans le m�eta-langage en disant que les m�eta-

variables �, � et � d�esignent des termes de types modulo l'�egalit�e stru
turelle. En fait on pourrait

se 
ontenter d'ajouter une pr�emisse stru
turelle �a la r�egle (APP ) :

(APP )

� `M : � ! � � ` N : � [� = �℄

� `M N : �

L'une ou l'autre des solutions sont satisfaisantes. Nous adopterons la 
onvention que deux o

ur-

ren
es d'une même m�eta-variable dans un même 
ontexte d�esigneront toujours le même objet.

Un arbre de preuve est aussi appel�e une d�erivation. Sa taille est don
 le nombre de r�egles utilis�ees

dans la preuve.

Il existe un algorithme de synth�ese de types qui d�etermine s'il existe un typage pour un lambda

terme de �

E

. Ce r�esultat peut se d�eduire du r�esultat 
orrrespondant pour le langage ML, mais il

peut aussi être �etudi�e dire
tement [1℄ [26℄.

Le syst�eme de typage pr�e
�edent est le plus simple des syst�emes de typage du lambda-
al
ul. On

trouvera une des
ription et une appro
he g�en�erale des di��erents syst�emes de typage dans [28℄.

3.2 Pr�esentation usuelle du typage dans le langage ML

3.2.1 Le langage ML

Nous nous limiterons �a un noyau pur de ML. Le langage est alors tr�es simple : il s'agit du �-
al
ul

�etendu ave
 une nouvelle 
onstru
tion.

D�e�nition 3.2 L'ensemble des termes de ML, not�e ML

E

, est le plus petit ensemble v�eri�ant :

1. V

E

�ML

E

2. Si M et N sont deux termes alors MN est un terme.

3. Si M est un terme et x une variable alors �x:M est un terme.
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4. Si M et N sont des termes alors la liaison de M �a x dans N , not�ee let x =M in N , est un

terme.

Dans un lambda-terme, un radi
al est un sous-terme (�x:M)N form�e par l'appli
ation d'une ab-

stra
tion �a un terme. La 
onstru
tion let : : : in : : : n'est qu'une abbr�eviation pour un radi
al. Elle

permet de marquer 
ertains radi
aux d'un terme, qui seront typ�es de fa�
on plus g�en�erale. Un terme

de �

E

est un terme de ML qui ne 
ontient pas de liaison. On peut lui asso
ier un autre terme obtenu

en marquant tous ses radi
aux.

Hypoth�eses

Nous 
onsid�erons 
omme pour �

E

, l'alg�ebre libre T (C;V). Pour pouvoir appliquer tous les r�esultats

de 
e 
hapitre aux extensions des 
hapitres suivants, nous 
onsid�erons le 
as plus g�en�eral o�u T est

sign�e sur un ensemble de sortes K. Nous munissons T d'une th�eorie �equationnelle A r�eguli�ere. La

r�egularit�e assure que deux types A-�egaux ont le même ensemble de variables, 
e qui sera partout

utilis�e.

3.2.2 Types quanti��es

Une sp�e
i�
ation simple du typage de ML 
onsiste �a r�eduire tous les radi
aux marqu�es par des let

sans r�eduire les radi
aux 
r�e�es, puis �a typer simplement le terme r�eduit. Mais 
ette m�ethode est


oûteuse 
ar la r�edu
tion d'une liaison let x =M in N non lin�eaire (
'est-�a-dire x apparâ�t plusieurs

fois dans N) duplique le terme M dans le terme N(x 7!M).

Or tous les r�esidus M dans N(x 7!M) g�en�ereront les mêmes 
ontraintes de typages. Un moyen

d'�eviter la dupli
ation du 
al
ul 
onsiste �a typerM une seule fois et 
onsid�erer le type obtenu 
omme

un mod�ele. Les 
ontraintes sur les r�esidus M dans N(x 7!M) se reviendront �a dire que leurs types

doivent être plus pr�e
is que 
elui du mod�ele. Les syst�emes de typage qui seront su

essivement

pr�esent�es dans 
e 
hapitre di��erent essentiellement par leur fa�
on de repr�esenter les mod�eles.

Les mod�eles sont habituellement formalis�es par des types ave
 quanti�
ateurs en tête. Les types

quanti��es en tête sont d�e�nis 
omme le plus petit ensemble Q satisfaisant :

1. T � Q.

2. Si � est dans Q alors 8� � � est dans Q

On note 
ouramment 8�� � � au lieu de 8� � 8� � �.

En fait, l'ordre de quanti�
ation n'importe pas, 
ar toutes les formules seront exprim�ees ind�epen-

damment de 
et ordre. De plus, on ne fera jamais d'appli
ation de type.

Cette notation ave
 quanti�
ateurs qui semble venir de la logique ou du lambda-
al
ul de se
ond

ordre o�u l'appli
ation de type est essentielle, l'ordre de liaison des variables devenant important,

est don
 trop pr�e
ise. Nous 
hoisirons la solution plus simple qui 
onsiste �a repr�esenter les variables

li�ees par un ensemble.

D�e�nition 3.3 L'ensemble T

q

des types quanti��es est le produit 
art�esien de l'ensemble des parties

�nies de V par l'ensemble des types simples T .

La premi�ere proje
tion d'un type quanti��e est l'ensemble de ses variables li�ees. La deuxi�eme pro-

je
tion est son type simple. On 
onfondra parfois dans le vo
abulaire ou dans la notation un type

quanti��e dont l'ensemble des variables li�ees est vide ave
 son type simple. On d�esignera les ensembles

de variables li�ees par les lettres X , Y et Z .

D�e�nition 3.4 Soit Q un ensemble. Une relation sur Q�T est appel�ee relation d'instan
e simple

et est not�ee �

Q

si pour tout �el�ement �

Q

de Q et tous types � et � de T tels que �

Q

�

Q

� et � � �,

on ait aussi �

Q

�

Q

�.

Si �

Q

et �

R

sont deux relations d'instan
e sur Q et R, on d�e�nit une relation d'instan
e sur Q�R

par

8�

Q

2 Q; �

R

2 R;

�

�

Q

�

QR

�

R

()

�

8� 2 T ; �

Q

�

Q

� =) �

R

�

R

�

��
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Deux objets sont QR-�equivalents s'ils sont QR-instan
es l'un de l'autre.

Une relation d'instan
e simple �

Q

sur Q induit une relation d'A-instan
e simple �

Q

A

d�e�nie par

8�

Q

; 8� 2 T ;

�

�

Q

�

Q

A

� () 9�; � =

A

� ^ �

Q

�

Q

�

�

Nous �etendons les relations d'instan
e �a des 
ontextes de la fa�
on suivante : un 
ontexte � est une

QR-instan
e d'un 
ontexte � si pour tout entier n, l'assertion �(n) d�e
lare une variable d'une valeur

�

Q

et l'assertion �(n) d�e
lare la même variable d'une valeur �

R

telle que �

Q

soit une QR-instan
e

de �

R

.

On en d�eduit naturellement une relation d'x-A-�equivalen
e .

D�e�nition 3.5 Un type simple � est une instan
e simple d'un type quanti��e X � �, et on note

X �� �

q

� s'il existe une substitution � : X ! V telle que � = ��. L'ensemble des instan
es simples

d'un type quanti��e X � � est don


f�� j � : X ! Vg:

Proposition 3.1 La relation d'A-instan
e quanti��ee est 
ara
t�eris�ee par :

X � � �

q

A

Y � � () ^

(

9� : X ! V ; � =

A

��

(V(�) n X ) \ Y = ;

D�emonstration Supposons que Y � � soit une A-instan
e de X � �. En parti
ulier � est une A-

instan
e simple de X � �. Il existe don
 une substitution � : X ! V telle que � =

A

��. Si � est

une variable apparaissant dans � en dehors de X , alors � se retrouvera dans toutes les A-instan
es

de X � �, 
ar la th�eorie A est r�eguli�ere. Il est don
 n�e
essaire qu'elle se retrouve aussi dans toutes

les A-instan
es de Y � � , 
e qui veut dire qu'elle ne doit jamais pouvoir être substitu�ee don
 être en

dehors de Y .

R�e
iproquement supposons que (V(�) n X ) \ Y et � : X ! V . Une instan
e simple de Y � �� est

A-�egale �a ��� par une substitution � : Y ! V . Montrons la formule �� j

�

V(�) : X ! V . Soit � une

variable de V(�) nX . Elle est en dehors du domaine de �, don
 n'est pas modi��ee par �. Elle est en

dehors de Y don
 n'est pas non plus modi��ee par �. Ainsi, le domaine de �� j

�

V(�) est in
lus dans

X .

3.2.3 Syst�eme d'inf�eren
e quanti��e

D�e�nition 3.6 Le syst�eme (ML

q

) est l'ensemble des r�egles d'inf�eren
e suivantes form�ees sur des

jugements de la forme � `

q

M : X � � o�u :

� � est un 
ontexte liant des variables �a des types quanti��es.

� M est un terme de ML

E

� X � � est un type quanti��e. Nous abr�egeons ;:� en �.

(V AR)

[X � � = �(x)℄

� `

q

x : X � �

(INST )

� `

q

M : X � � [X � � �

q

A

Y � � ℄

� `

q

M : Y � �

(GEN)

� `

q

M : X � � [Y � V(�)℄

� `

q

M : X [ Y � �

(FUN)

�[x : �℄ `

q

M : �

� `

q

�x:M : � ! �
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(APP )

� `

q

M : � ! � � `

q

N : �

� `

q

M N : �

(LET )

� `

q

M : X � � �[x : X � �℄ `

q

N : �

� `

q

let x =M in N : �

Il faut noter que la r�egle d'�egalit�e

(EQUAL)

� `

q

M : � � =

A

�

� `

q

M : �

est 
ontenue dans la r�egle (INST ).

Lorsque la th�eorie A est vide, le syst�eme pr�e
�edent est la pr�esentation usuelle du syst�eme d'inf�eren
e

de ML modulo le rempla
ement des quanti�
ateurs par des ensembles de variables. Pour une variable,

la libert�e est une propri�et�e lo
ale, 
ar elle d�epend du 
ontexte dans lequel la variable est utilis�ee.

Ce
i 
r�ee le ph�enom�ene de 
apture de variables qui se produit lorsqu'une variable libre est introduite

dans un 
ontexte dans lequel elle se retrouve, et qui rend diÆ
ile l'�enon
�e de propri�et�es globales sur

le syst�eme (ML

q

). Nous allons rempla
er la notion de variable li�ee par 
elle de variable g�en�erique

qui sera globale.

3.3 Syst�eme d'inf�eren
e g�en�erique

Nous introduisons un ensemble de variables g�en�eriques V

g

isomorphe �a V par �. On notera V

g

la

r�eunion V[V

g

et T

g

l'alg�ebre libre T (C;V

g

) dont les �el�ements seront appel�es types g�en�eriques. Par la

suite nous 
onsid�ererons que T est un sous-ensemble de T

g

. Aussi, un type g�en�erique (appartenant

�a T

g

) qui appartient aussi �a T sera dit type simple. L'ensemble T

g

est muni de la même th�eorie

�equationnelle que T .

Notation

� �, � et � repr�esentent toujours des types simples.

� �

g

, �

g

et �

g

repr�esentent des types g�en�eriques.

� �, � et � repr�esentent des substitutions de T �etendues naturellement �a des substitutions dans

T

g

, 
'est-�a-dire des substitutions de T

g

de domaine non g�en�erique et envoyant les variables non

g�en�eriques sur des types non g�en�eriques.

� �

g

, �

g

et �

g

repr�esentent des substitutions dans T

g

de domaine in
lus dans V

g

, et d'image

in
luse dans T

g

.

� �

g

et �

g

repr�esentent des substitutions bije
tives de V dans V

g

ou de V

g

dans V .

D�e�nition 3.7 Une instan
e simple d'un type g�en�erique �

g

est un type obtenu par une substitution

�

g

: V

g

(�

g

)! T de �

g

.

D�e�nition 3.8 Le syst�eme (ML

g

) est l'ensemble des r�egles d'inf�eren
e suivantes form�ees sur des

jugements de la forme � `

g

M : �

g

o�u :

� � est un 
ontexte liant des variables �a des types g�en�eriques.

� M est un terme de ML

E

.

� �

g

est un type g�en�erique, parfois restreint �a un type simple, 
e qui sera indiqu�e par une m�eta

variable de type simple.
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(V AR)

[�

g

= �(x)℄

� `

g

x : �

g

(INST )

� `

g

M : �

g

[�

g

�

g

A

�

g

℄

� `

g

M : �

g

(GEN)

� `

g

M : �

g

[D(�

g

) � V(�)℄

� `

g

M : �

g

�

g

(FUN)

�[x : �℄ `

g

M : �

� `

g

�x:M : � ! �

(APP )

� `

g

M : � ! � � `

g

N : �

� `

g

M N : �

(LET )

� `

g

M : �

g

�[x : �

g

℄ `

g

N : �

� `

g

let x =M in N : �

Proposition 3.2 Pour tous 
ontextes A-�equivalents � et � et tous types A-�equivalents � et � ,

� `M : � () � ` N : �

D�emonstration Cette propri�et�e sera �enon
�ee par la proposition 3.8, d�emontr�ee dans le syst�eme

(ML

h

), puis sera transport�ee su

essivement dans les syst�emes (ML

s

) puis (ML

g

) par les propri�et�es

d'�equivalen
e 3.6 et 3.5.

Remarque 3.1 Tout type quanti��e est �equivalent �a un type g�en�erique et r�e
iproquement.

D�emonstration Il suÆt d'asso
ier �a X � � le type ��

g

o�u �

g

: X ! V

g

. On pourra prendre

en parti
ulier �

g

�egale �a � j

�

X et on appellera ' 
ette transformation. R�e
iproquement un type

g�en�erique �

g

est �equivalent au type quanti��e �

g

�

g

si �

g

: V

g

(�

g

)! V(�

g

).

Lemme 3.3 Les deux syst�emes (ML

q

) et (ML

g

) sont A-�equivalents, 
'est-�a-dire, pour tout 
ontexte

� et tout 
ontexte g�en�erique � A-�equivalents, et pour tout type quanti��e X �� et tout type g�en�erique

�

g

A-�equivalents,

� `

q

M : X � � () � `

g

M : �

g

D�emonstration Pour montrer la premi�ere partie, il suÆt d'�etendre ' de fa�
on naturelle en un

homomorphisme des 
ontextes, des jugements puis des d�erivations de (ML

q

) dans les 
ontextes,

les jugements et les d�erivations de (ML

g

). La transformation ' 
onserve la validit�e des d�erivations

r�egle �a r�egle :

� Les r�egles (V AR), (INST ), (FUN), (APP ) et (LET ) se 
orrespondent dire
tement par '.

� R�egle (GEN) Il suÆt de 
hoisir �

g

�egale �a ' j

�

Y .

On a don


� `

q

M : X � � =) '(�) `

g

M : '(X � �):

Il d�e
oule de la propri�et�e 3.2 que

'(�) `

g

M : '(X � �) () � `

q

M : �

g

;


e qui montre l'impli
ation dire
te.

La r�e
iproque est plus d�eli
ate 
ar pour asso
ier un type quanti��e �a un type g�en�erique, il fau-

dra �eventuellement renommer 
ertaines variables a�n d'�eviter leur 
apture. Nous la montrons par

r�e
urren
e sur la longueur de la d�erivation dans (ML

g

). On notera `

`

au lieu de ` pour un jugement

d�erivable en ` �etapes.
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Pour une d�erivation de longueur 1, si � `

g

x : �(x), alors pour tout 
ontexte quanti��e � A-

�equivalent �a �, on peut bien sûr d�eriver le jugement � `

q

x : �(x). Supposons que si un jugement

g�en�erique est prouvable en ` �etapes, alors tout jugement quanti��e A-�equivalent est prouvable, et


onsid�erons un jugement valide � `

`+1

g

M : �

g

. Nous montrons par 
as sur la derni�ere �etape de la

d�erivation du jugement pr�e
�edent que tout jugement quanti��e A-�equivalent est valide.

� Le 
as (V AR) est impossible si ` > 1.

� Les 
as (APP ), (FUN) et (LET ) se d�eduisent imm�ediatement de l'hypoth�ese de r�e
urren
e.

� Dans le 
as (INST ), la derni�ere d�erivation est

� `

n

g

M : �

g

[�

g

�

g

A

�

g

℄

� `

n+1

g

M : �

g

Soit � `

q

M : X � � une d�erivation A-�equivalente �a la 
on
lusion. Il existe un type Z � �

A-�equivalent �a �

g

. Le jugement � `

q

M : Z � � A-�equivalent �a la pr�emisse est don
 valide.

Comme �

g

est une A-instan
e de �

g

et X �� est A-�equivalent �a �

g

, X �� est une A-instan
e de

Z � �. Par la r�egle (INST ) de (ML

q

) on en d�eduit la validit�e du jugement � `

n

q

M : X � �.

� Dans le 
as (GEN), la derni�ere d�erivation est

� `

n

g

M : �

g

[D(�

g

) � V(�)℄

(GEN)

� `

n

g

M : �

g

�

g

Soit � `

q

M : Z � � une d�erivation A-�equivalente �a la 
on
lusion. Il existe un type X � �

A-�equivalent �a �

g

. Le jugement � `

q

M : X � � A-�equivalent �a la pr�emisse est don
 valide.

Comme la th�eorie est r�eguli�ere, V(�) et V(�) sont �egaux don
 le domaine de �

g

n'inter
epte

pas �, et la d�erivation

� `

q

M : X � � [D(�

g

) � V(�)℄

(GEN)

� `

q

M : X [D(�

g

) � �

Il est fa
ile de se 
onvain
re que X [D(�

g

) � � est A-�equivalent �a �

g

�

g

, don
 aussi �a Z � �, 
e

qui permet de d�eriver le jugement � `

q

M : Z � � par la r�egle (INST ).

Le syst�eme (ML

g

) est 
lairement plus simple que le syst�eme (ML

q

). Il prot�ege les variables g�en�eriques

en leur donnant une nature di��erente des variables simples. En parti
ulier, la preuve 
i-dessus et

essentiellement le 
as (GEN) de la r�e
iproque int�egre une fois pour toutes le ph�enom�ene de 
apture

de variables. Mais la formulation pr�e
�edente n'est pas enti�erement satisfaisante. Nous avons d�e�ni

les jugements de (ML

g

) 
omme �etant de la forme � `

g

M : �

g

o�u �

g

est un type g�en�erique. Or


ertaines r�egles ne sont �enon
�ees que dans le 
as o�u �

g

est un type simple. Il est don
 naturel de

se demander si toutes les r�egles peuvent restreindre �

g

�a être un type simple ou au 
ontraire toutes

l'autoriser �a être g�en�erique.

La premi�ere appro
he revient �a 
onsid�erer que les r�egles sont essentiellement non g�en�eriques.

On s'aper�
oit alors que les types g�en�eriques se 
omportent 
omme des mod�eles desquels on pourra


opier plusieurs instan
es. On ne saura pas 
al
uler sur 
es mod�eles mais simplement les m�emoriser

dans les 
ontextes. C'est 
ette appro
he que nous d�evelopperons dans la pro
haine partie ave
 le

syst�eme (ML

s

). C'est de 
e syst�eme que sont inspir�es la plupart des algorithmes implant�es.

Mais il semble aussi que les r�egles dans lesquelles �

g

est restreint �a un type simple puissent être

�etendues a�n de lever 
ette restri
tion. Tous les types deviennent possiblement g�en�eriques, 
e qui

semble dans un premier temps plus �e
onomique 
ar on pourra faire des 
al
uls sans prendre de


opies. Mais les 
al
uls que l'on sait faire sans 
opies sont en fait tr�es limit�es. Cette appro
he ne

sera pas appronfondie.

Une solution moyenne sera �etudi�ee ave
 le syst�eme hi�erar
his�e (ML

h

). Tout en 
onservant le

m�e
anisme de 
opie de la premi�ere solution, elle r�eduira le 
oût de la fabri
ation du mod�ele au

minimum en le 
onstruisant de fa�
on in
r�ementale. Nous verrons qu'en d�e
oule un algorithme tr�es

eÆ
a
e.
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3.4 Syst�eme d'inf�eren
e simpli��e

D�e�nition 3.9 Le syst�eme (ML

s

) est l'ensemble des r�egles d'inf�eren
e suivantes form�ees sur des

jugements de la forme � `

s

M : � o�u :

� � est un 
ontexte de d�e
larations g�en�eriques x : �

g

� M est un terme de ML

E

� � est un type non g�en�erique.

(EQUAL)

� `

s

M : � [� =

A

� ℄

� `

s

M : �

(V AR)

[�

g

= �(x)℄ [�

g

: V

g

(�

g

)! T ℄

� `

s

x : �

g

�

g

(FUN)

�[x : �℄ `

s

M : �

� `

s

�x:M : � ! �

(APP )

� `

s

M : � ! � � `

s

N : �

� `

s

M N : �

(LET )

� `

s

M : � [D(�

g

) � V(�)℄ �[x : ��

g

℄ `

s

N : �

� `

s

let x =M in N : �

On �etend les substitutions aux 
ontextes de la fa�
on suivante : l'assertion (x : �)� d�e
lare x de

type ��. Le 
ontexte �� est la suite des substitutions des �el�ements de � par �.

Lemme 3.4 L'op�eration de substitution 
onserve la validit�e des jugements :

(SUB)

� `

`

s

M : �

�� `

`

s

M : ��

Remarque 3.2 Si u et v sont deux substitutions quel
onques de domaines disjoints, alors il existe

une substitution w de même domaine que u telle que uv =

A

vw. (Il suÆt de prendre w =

A

uv j

�

dom u.)

D�emonstration Par r�e
urren
e sur la longueur ` de la d�erivation

Pour ` = 1 la d�erivation se r�eduit �a l'axiome :

[�

g

= �(x)℄ [�

g

: V

g

(�

g

)! T ℄

� `

1

s

x : �

g

�

g

(V AR)

Pour toute substitution �, il est imm�ediat que x : �

g

� est dans ��. D'autre part �

g

et � ayant des

domaines disjoints, il existe une substitution �

g

de même domaine que �

g

telle que �

g

� =

A

��

g

(1).

On peut don
 appliquer l'axiome :

[�

g

� = �(x)℄ [�

g

: V

g

(�

g

�)! T ℄

� `

1

s

x : �

g

��

g

� `

1

s

x : �

g

�

g

�

(V AR)

(1)

Supposons la propri�et�e vraie pour ` et le jugement � `

`+1

s

M : � valide (H

`

). Consid�erons une

substitution � quel
onque. Nous montrons que le jugement �� `

`+1

s

M : �� est valide par 
as sur

la derni�ere r�egle de la d�erivation du jugement pr�e
�edent.

� Le 
as (V AR) est impossible
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� Cas (LET )

� `

`

s

M : � [D(�

g

) � V(�)℄ �[x : ��

g

℄ `

`

s

N : �

� `

`+1

s

let x =M in N : �

Consid�erons une bije
tion � de même domaine que �

g

mais de domaine r�e
iproque isol�e de �,

� et de la substitution �. La g�en�eralisation �

g

�egale �a �

�1

�

g

et la substitution � �egale �a ��

v�eri�ent :

(1) D(�

g

) � V(�) 
ar � est isol�e de �

�1

(2) ���

g

=

A

��

g

�

(3) �� =

A

�� 
ar le domaine de � �egal �a 
elui de �

g

est isol�e de �.

Appliquons (H

`

) ave
 � �a la pr�emisse gau
he et ave
 � �a la pr�emisse droite, puis la r�egle (LET )

ave
 la g�en�eralisation �

g

.

� `

`

s

M : �

�� `

`

s

M : ��

�� `

`

s

M : ��

(H

`

)

(3)

[(1)℄

�[x : ��

g

℄ `

`

s

N : �

��[x : ��

g

�℄ `

`

s

N : ��

��[x : ���

g

℄ `

`

s

N : ��

(H

`

)

(2)

�� `

`+1

s

let x =M in N : ��

(LET )

� Les 
as (APP ) et (FUN) sont une 
ons�equen
e dire
te de la distributivit�e de l'op�eration de

substitution sur le symbole !.

� Le 
as (EQUAL) est imm�ediat 
ar les images par une substitution de deux types A-�egaux

sont deux types A-�egaux.

Lemme 3.5 Le jugement � `

g

M : �

g

est d�erivable dans le syst�eme (ML

g

) si et seulement si pour

toute instan
e simple � de �

g

le jugement � `

s

M : � est d�erivable dans (ML

s

).

D�emonstration L'in
lusion de (ML

s

) dans (ML

g

) est imm�ediate : il suÆt de r�e�e
rire

les r�egles (EQUAL), (V AR) et (LET ) de (ML

s

) respe
tivement en fon
tion des r�egles (INST ),

(V AR)(INST ) et (GEN)(LET ) de (ML

g

). La r�e
iproque se d�emontre par r�e
urren
e sur la taille

des d�erivations dans (ML

g

).

Pour ` = 1 la d�erivation se r�eduit �a l'axiome :

[�

g

= �(x)℄

(V AR)

� `

g

x : �

g

Pour toute substitution �

g

: V(�

g

)! T , on peut appliquer l'axiome (V AR) ave
 la substitution �

g

.

Supposons que le jugement � `

`+1

g

M : �

g

soit vrai (H

`

). Soit �

g

une substitution g�en�erique

quel
onque telle que �

g

�

g

2 T . Nous montrons que le jugement � `

s

M : �

g

�

g

est vrai par 
as sur

la derni�ere r�egle de la d�erivation du jugement pr�e
�edent.

� Le 
as (V AR) est impossible.

� Cas (INST )

� `

`

g

M : �

g

[�

g

�

g

A

�

g

℄

� `

`+1

g

M : �

g

�

g

Il existe don
 une substitution �

g

telle que �

g

=

A

�

g

�

g

. Il suÆt d'appliquer (H

`

), ave
 la

substitution g�en�erique �

g

�

g

, puis la r�egle (EQUAL).

� Cas (GEN)

� `

`

g

M : �

g

[D(�

g

) � V(�)℄

� `

`+1

g

M : �

g

�

g
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Comme �

g

et �

g

ont des domaines disjoints, il existe une substitution

1

� de même domaine

que �

g

telle que �

g

�

g

soit �egale �a �

g

�. Comme par hypoth�ese, V

g

(�

g

�

g

�

g

) est vide, il est 
lair

que � j

�

V(�

g

�

g

) est non g�en�erique.

Il suÆt d'appliquer (H

`

), ave
 la substitution g�en�erique �

g

, puis d'appliquer le lemme (SUB)

ave
 la substitution � j

�

V(�

g

�

g

) dont le domaine n'inter
epte pas V(�).

� Cas (LET )

� `

`

g

M : �

g

�[x : �

g

℄ `

`

g

N : �

� `

`

g

let x =M in N : �

Il suÆt d'appliquer (H

`

) �a la pr�emisse gau
he ave
 une substitution �

g

: V

g

(�

g

) ! V(�) et �a

la pr�emisse droite ave
 la substitution identit�e.

� Les r�egles (APP ) et (FUN) de (ML

g

) sont �egalement dans (ML

s

).

En fait on peut se 
ontenter de n'utiliser la r�egle (EQUAL) qu'imm�ediatement apr�es une r�egle

(V AR) ou imm�ediatement avant l'une des deux bran
hes d'une r�egle (APP ). On aurait don
 pu se

dispenser de la r�egle (EQUAL) en la fusionnant ave
 les r�egles (V AR) et (APP ), de fa�
on analogue

�a la r�egle (GEN). Mais la r�egle (EQUAL) est beau
oup plus r�eguli�ere et peut être prise en 
ompte

dire
tement par les algorithmes d'uni�
ation. C'est ainsi mieux de la garder dans toute sa g�en�eralit�e,


e qui laisse plus de libert�e pour les 
hoix ult�erieurs du 
ontrôle.

3.5 Syst�eme d'inf�eren
e hi�erar
hique

Habituellement on dit que la pr�esentation (ML

s

) est dirig�ee par la syntaxe, 
e qui signi�e que

pour 
haque 
onstru
tion du langage ML permettant d'obtenir un terme M il existe une seule r�egle

permettant de d�eriver un jugement de typage 
on
ernantM . Cette propri�et�e est li�ee �a la r�eversibilit�e

du syst�eme d'inf�eren
e, et don
 �a la fa
ilit�e d'en extraire un algorithme.

Nous voulons maintenant soulever un probl�eme important 
on
ernant l'eÆ
a
it�e des algorithmes

extraits qui a souvent �et�e pass�e sous silen
e. Si l'on veut �a partir d'un 
ontexte � et un terme

let x =M in N trouver un type � tel que l'on ait le jugement

� `

g

let x =M in N : �;

il nous faut utiliser la r�egle (LET ) et don
 
ommen
er par trouver un type � tel que l'on ait le

jugement

� `

g

M : �;

puis une substitution D(�

g

) � V(�) pour augmenter le 
ontexte � ave
 l'assertion x : ��

g

, et
. Tous

les algorithmes d'inf�eren
e de ML pro
�edent de 
ette fa�
on. Si l'on veut obtenir un typage le plus

g�en�eral, il faudra que �

g

g�en�eralise le plus de variables possibles, don
 toutes les variables qui ne

sont pas dans le 
ontexte �. Un algorithme dire
tement d�eriv�e du syst�eme d'inf�eren
e 
i-dessus ne

peut faire mieux que de 
al
uler 
es variables �a 
haque g�en�eralisation. Or 
ette op�eration peut être

tr�es 
oûteuse, si le 
ontexte � devient tr�es grand.

En parti
ulier, si le jugement � `

g

M : � est valide, alors quel que soit le 
ontexte �

0

, les deux

probl�emes de typage �

0

� `

g

M : � et � `

g

M : � ont le même ensemble de solutions. Or le se
ond

ensemble sera plus 
oûteux �a 
al
uler, 
ar le 
ontexte �

0

, bien qu'il soit passif, alourdira toutes les

op�erations de g�en�eralisation. Ce
i n'est bien sûr pas souhaitable et on peut même esp�erer que 
es

deux 
al
uls aient le même 
oût.

Pour être eÆ
a
e, un algorithme doit don
 maintenir une stru
ture de donn�ee plus ri
he que 
elle

des types g�en�eriques. Nous allons voir dans 
e qui suit 
omment les types hi�erar
hiques permettent

de r�esoudre le probl�eme d'�equit�e mentionn�e 
i-dessus.

Nous utilisons les types hi�erar
hiques pr�esent�es dans le 
hapitre pr�e
�edent. Nous rappelons que

la th�eorie �equationnelle est suppos�ee r�eguli�ere.

1

Nous 
ommettons un abus de notation, 
ar une partie de � peut être g�en�erique.
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D�e�nition 3.10 Le syst�eme d'inf�eren
e hi�erar
hique (ML

h

) est l'ensemble des r�egles d'inf�eren
e

suivantes form�ees sur des jugements de la forme � `

h

M :

n

� o�u :

� � est un 
ontexte de liaisons g�en�eriques de degr�e au plus n.

� M est un terme de ML

E

.

� � est un type de degr�e au plus n.

(EQUAL)

� `

h

M :

n

� [� =

A

� ℄

� `

h

M :

n

�

(V AR)

[�

g

= �(x)℄ [�

g

: V

g

(�

g

)! T

n

℄

� `

h

x :

n

�

g

�

g

(FUN)

�[x : �℄ `

h

M :

n

�

� `

h

�x:M :

n

�

(APP )

� `

h

M :

n

� ! � � `

h

N :

n

�

� `

h

M N :

n

�

(LET )

� `

h

M :

n+1

� [�

g

: V

n+1

(�)! V

g

℄ �[x : ��

g

℄ `

h

N :

n

�

� `

h

let x =M in N :

n

�

Lemme 3.6 Soit � est un 
ontexte et � un type tous deux de degr�e au plus n. Le jugement � `

s

M : � est d�erivable dans le syst�eme (ML

s

) si et seulement si le jugement � `

h

M :

n

� est d�erivable

dans (ML

h

).

D�emonstration L'in
lusion r�e
iproque est imm�ediate 
ar toute inf�eren
e dans (ML

h

) est aussi

une inf�eren
e dans (ML

s

). En parti
ulier pour la r�egle (LET ) le fait que � soit de degr�e au plus n

garantit que le domaine de �

g

et V(�) ont une interse
tion vide.

L'in
lusion dire
te se montre par r�e
urren
e sur la longueur de la d�erivation dans (ML

s

). Si le

jugement provient de l'axiome (V AR), les hypoth�eses sur les degr�es de � et � font que le jugement

est �egalement bien form�e dans (ML

h

) et don
 l'axiome (V AR) de (ML

h

) s'applique. Supposons

que l'in
lusion soit vraie pour toute d�erivation de longueur l dans (ML

s

), et qu'il existe une preuve

de longueur ` + 1 du jugement � `

s

M : � dans (ML

s

). On montre par 
as sur la stru
ture de la

derni�ere r�egle appliqu�ee dans la d�erivation du jugement � `

`+1

s

M : � dans (ML

s

).

� Le 
as (V AR) n'est pas possible.

� Si la derni�ere d�erivation est une r�egle (FUN), les 
onditions de bonne formation dans (ML

h

)

de la 
on
lusion garantissent que la pr�emisse est �egalement bien form�ee ; on peut lui appliquer

l'hypoth�ese de r�e
urren
e, puis la r�egle (FUN) de (ML

h

).

� On peut appliquer le même raisonnement pour la r�egle (EQUAL).

� Cas (APP )

� `

`

s

M : � ! � � `

`

s

N : �

� `

`+1

s

M N : �

Le type � peut être de degr�e sup�erieur �a n. Mais les variables en 
ause n'apparaissent pas dans

�. Une substitution quel
onque de 
es variables en des types de T

n

transforme les pr�emisses

en des jugements bien form�es dans (ML

h

). Ces jugements sont prouvables dans (ML

s

) grâ
e

au lemme (SUB). On peut alors appliquer l'hypoth�ese aux pr�emisses puis la r�egle (APP ) de

(ML

h

).
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� Cas (LET )

� `

`

s

M : � [D(�

g

) � V(�)℄ �[x : ��

g

℄ `

`

s

N : �

� `

`+1

s

let x =M in N : �

Soit � un a�aiblissement renommant les variables de � de degr�e sup�erieur �a n qui ne sont pas

dans le domaine de �

g

en des variables de V

n

isol�ees de � et de � . Soit � un renommage des

variables de � qui sont dans le domaine de �

g

en des variables de V

n+1

. Alors :

(1) La 
omposition des renommages � et � laisse � invariant,

(2) D(�

�1

�

g

) � V

n

et ���

g

2 T

n

,

(3) � 
ommute ave
 �

g

et laisse � invariant.

don
 on peut d�eriver :

� `

`

s

M : �

� `

`

s

M : ���

� `

h

M :

n+1

���

(SUB)(1)

(H

`

)

[(2)℄

�[x : ��

g

℄ `

`

s

N : �

�[x : ���

g

℄ `

`

s

N : �

�[x : ���

g

℄ `

h

N :

n

��

(SUB)(3)

(H

`

)

� `

h

let x =M in N :

n

�

(LET )

Lemme 3.7 Le syst�eme (ML

h

) est stable par substitution admissible :

(SUB)

� `

`

h

M :

n

�

�� `

`

h

M :

n

��

D�emonstration La d�emonstration est la même que dans le 
as du syst�eme (ML

s

). La remarque 3.2

reste valable si l'on se restreint �a des substitutions admissibles. Pour le 
as (LET ) on 
hoisira bien

sûr une substitution � admissible de même degr�e que �

g

Une autre d�emonstration est de 
onsid�erer 
e lemme 
omme un 
orollaire du lemme pr�e
�edent

(1)

.

En e�et,

� `

h

M :

n

�

(1)

� `

s

M : �

(SUB)

�� `

s

M : ��

(1)

�� `

h

M :

n

��

On remarquera que la restri
tion �a une substitution admissible n'est pas n�e
essaire, pourvu que les

jugements soient bien form�es. Mais bien sûr, 
ela n'a pas d'int�erêt dans le syst�eme (ML

h

).

D�e�nition 3.11 L'ensemble des instan
es hi�erar
hiques de degr�e n d'un type g�en�erique �

g

est �egal

�a

f�

g

�

g

j �

g

: V

g

(�

g

)! T

n

g:

Lemme 3.8 Le syst�eme (ML

h

) est stable par enri
hissement du 
ontexte.

(WEAK)

� `

h

M :

n

� [�

0

�

n

A

�℄

�

0

`

h

M :

n

�

D�emonstration Soit ` la longueur 
ommune aux 
ontextes � et �

0

. Il existe une suite de substitu-

tions g�en�eriques G de longueur ` tel que pour 
haque entier n plus petit que ` le type �

g

de �(n)

s'obtienne par la substitution G(n) �a partir du type de �

0

(n) �a A-�egalit�e pr�es. Si l'�el�ement n d�e
lare

x dans � (et �

0

), on note G(x) au lieu de G(n). On �etend G sur IN ave
 la substitution de domaine

vide.

La d�erivation obtenue en rempla�
ant simultan�ement toutes les appli
ations de r�egles (V AR)

[�

g

: V

g

(��(x)) ! T

n

℄

(V AR)

�� `

h

N :

n

��(x)�

g
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par

[G(x)�

g

: V

g

(�

0

�(x))! T

n

℄

(V AR)

�

0

� `

h

N :

n

�

0

�(x)G(x)�

g

(EQUAL)

�

0

� `

h

N :

n

��(x)�

g

et les 
ontextes �� par les 
ontextes �

0

� partout dans la d�erivation de � `

h

M :

n

� est une

d�erivation valide de �

0

`

h

M :

n

�.

Corollaire 3.9 Si deux jugements sont A-�equivalents, ils ont même valeur de v�erit�e.

Remarque 3.3 Nous pouvons transporter le lemme 
i-dessus dans (ML

g

) puis (ML

q

). Il est re-

marquable que si le 
orollaire pouvait se d�emontrer fa
ilement dire
tement dans (ML

s

) ou même

(ML

g

) 
ar il n'y a pas d'apparition de variables libres, 
e n'est plus du tout vrai du lemme (WEAK).

En parti
ulier la d�emonstration 
i-dessus ne serait pas 
orre
te 
ar il y pourrait y avoir 
apture de

variables.

3.6 L'algorithme W pour le syst�eme hi�erar
his�e

L'algorithmeW habituellement pr�esent�e est d�eriv�e du syst�eme (ML

s

). Le traitement de la g�en�eralisation

dans 
et algorithme l'empê
he d'être eÆ
a
e. La sp�e
i�
ation (ML

s

) sugg�ere de par
ourir l'environnement

� au moment de g�en�eraliser pour y d�e
ouvrir l'ensemble des variables libres. Or 
e par
ours qui

d�epend de la taille de � peut devenir tr�es 
oûteux, et même pr�epond�erant. Di��erentes astu
es peu-

vent être utilis�ees pour r�eduire l'espa
e de re
her
he des variables libres dans �, en distinguant

les variables �eventuellement g�en�eralisables de 
elles qui ne le seront pas, mais 
es optimisations ne

sont que des approximations de la m�ethode que nous allons pr�esenter et elles n'empê
hent pas la

g�en�eralisation de devenir pr�epond�erante sur le temps de 
al
ul. D'autre part, les astu
es ne sont

jamais justi��ees tr�es formellement.

L'int�erêt du syst�eme (ML

h

) est essentiellement d'introduire le 
al
ul de la g�en�eralisation dans

le syst�eme d'inf�eren
e lui-même, et de permettre 
e 
al
ul de fa�
on in
r�ementale, et nous verrons de


oût n�egligeable.

Une �equation de typage est un quadruplet (�;M; n; �), not�e � ` M :

n

�, telle que � et � soit au

plus de degr�e n. L'ensemble des variables d'une �equation de typage � ` M :

n

� est l'ensemble

V(�)[V(�). Nous nous pla�
ons dans la �-A-th�eorie et nous prendrons don
 S

a

pour l'ensemble des

substitutions non g�en�eriques �-admissibles. L'ensemble des �equations de typages muni des op�eration

1. var (� `M :

n

�) = V(�) [ V(�)

2. sub ((� `M :

n

�); �) = (�� `M :

n

��)

3. val (� `M :

n

�) () (� `

h

M :

n

�).

est un ensemble d'uni�
ande. Nous en faisons la 
onjon
tion ave
 les uni�
andes hi�erar
his�es.

Nous donnons 
i-dessous des transformations d'A-extensions qui mettront en �eviden
e un �e
he


ou permettront de se ramener �a des uni�
andes ne 
omportant plus que des multi-�equations. Nous

en d�eduirons un algorithme de r�esolution pour tout syst�eme d'�equations de typage.

Proposition 3.10 Soit � `

h

x :

n

� une �equation de typage prot�eg�ee par W . Si �(x) n'est pas

d�e�ni, alors l'�equation de typage pr�e
�edente n'a pas de solution. Sinon pour tout renommage �

g

des

variables g�en�eriques de �(x) en des variables de degr�e n prises en dehors de W ,

(�

:

= �(x)�

g

) �i

W

A

(� ` x :

n

�):

D�emonstration Si � est une solution de �

:

= �(x)�

g

, il est imm�ediat par la r�egle (V AR) que � est

solution de � ` x :

n

�. R�e
iproquement si � satisfait �� `

h

x :

n

��, il est n�e
essaire que �(x) soit

d�e�ni, et �� doit être obtenu par le rempla
ement de toutes les variables g�en�eriques de �(x) en des

termes de T

n

. Soit �

g


e rempla
ement. Nous avons �(x)�

g

=

A

��. La substitution (�

g

)

�1

�

g

est de

domaine en dehors de W . Sa somme ave
 � est 
lairement une solution de �

:

= �(x)�

g

.
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Proposition 3.11 Soit � un 
ontexte et � un type de degr�e n tous deux prot�eg�es par W . Pour

toutes variables � et � de degr�e n prises en dehors de W ,

(�[x : �℄ `M :

n

�) u (�! �

:

= �) �i

W

A

(� ` �x:M :

n

�)

(� `M :

n

� u � ` N :

n

�) u (�

:

= � ! �) �i

W

A

(� `M N :

n

�)

D�emonstration Une solution du membre gau
he est 
lairement une solution du membre droit par

les r�egles (FUN) et (APP ) de (ML

h

). Inversement si � valide le jugement

�� `

h

�x:M :

n

��;

il doit exister un type � telle que l'on puisse prouver

��[x : � ℄ `

h

M :

n

��:

Alors la somme de � ave
 (� 7! �) est une solution du membre gau
he. Si � valide le jugement

�� `

h

M N :

n

��;

il doit exister un type � tel que

�� `

h

M :

n

� ! �� ^ �� `

h

N :

n

�:

Alors la somme de � ave
 (� 7! (� ! ��); � 7! �) est solution du membre gau
he.

Proposition 3.12 Soit l'�equation de typage � ` let x =M in N :

n

� prot�eg�ee par W et � une

variable de degr�e n+1 prise en dehors de W . SoitMuN une 
onjon
tion d'�equilibre au degr�e n+1

de l'�equation de typage � `M :

n+1

� en dehors de W . Si N n'a pas de solution, alors l'�equation de

typage � ` let x =M in N :

n

� n'a pas de solution.

Sinon, il existe une pr�e-solution [N ℄ de N . Si �

g

: V

n+1

(�[N ℄) ! V

g

, alors

Mu (�[x : �[N ℄�

g

℄ ` N :

n

�) �i

W

A

(� ` let x =M in N :

n

�)

D�emonstration Comme les variables de N sont de degr�e n+1, il existe un renommage admissible

� tel que [N ℄� soit un uni�
ateur prin
ipal de N (lemme 2.23). Il existe �egalement un uni�
ateur

prin
ipal � deM tel que [N ℄�� soit un uni�
ateur prin
ipal de N uM (proposition 2.24).

Une solution de

Mu (�[x : �[N ℄�

g

℄ ` N :

n

�)

est de la forme ��. Ainsi, [N ℄��� est une solution de N u M don
 �egalement une solution de

l'�equation � ` M :

n+1

�. Comme � et � sont dans T

n

, il ne sont pas modi��es par [N ℄�. De fa�
on

analogue, le domaine de �� est in
lus dans V

n

, aussi V

n+1

(�[N ℄���) est �egal �a V

n+1

(�[N ℄�). On a

don
 la d�erivation

��� `

h

M :

n+1

�[N ℄��� [�

�1

�

g

: V

n+1

(�[N ℄���) ! V

g

℄ ���[x : �[N ℄����

�1

�

g

℄ `

h

N :

n

���

��� `

h

let x =M in N :

n

���

Ce qui montre que � est aussi une solution de l'�equation � ` let x =M in N :

n

�.

Inversement, soit � une solution de l'�equation de typage

� ` let x =M in N :

n

�

de domaine in
lus dans T

n

. Le jugement �� `

h

let x =M in N :

n

�� n'a pu être d�eriv�e que par une

r�egle (LET ) de (ML

h

). Il existe don
 un type � et une g�en�eralisation �

g

: V

n+1

(�) ! V

g

tels que

�� `

h

M :

n+1

� ^ ��[x : ��

g

℄ `

h

N :

n

��:

La substitution � + (� 7! �) est une solution du syst�eme

� `M :

n+1

�
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Elle peut être �etendue en dehors de W t f�g en une solution �

0

de N uM, moins g�en�erale qu'une

solution prin
ipale [N ℄� de N . En parti
ularisant 
ette in�egalit�e �a la variable �, il apparâ�t que � est

moins g�en�eral que �[N ℄�. Cette in�egalit�e est 
onserv�ee par la g�en�eralisation des variables de degr�e

n+ 1.

En e�et � est �egal �a �[N ℄��

0

, et sa g�en�eralisation par �

g

�a �[N ℄��

0

�

g

que l'on veut 
om-

parer �a �[N ℄�

g

. Il suÆt alors de 
omparer les substitutions �

0

�

g

et �

�1

�

g

. Cette derni�ere sub-

stitution g�en�eralise exa
tement toutes les variables de degr�e n+1 de �[N ℄. La pr�e
�edente substitue

�eventuellement des variables de degr�e quel
onque puis g�en�eralise dans le terme obtenu toutes les

variables de degr�e n+1, 
'est-�a-dire des variables qui �etaient d�ej�a de degr�e n+ 1 dans �[N ℄ ou qui

proviennent de la substitution par �

0

de variables de degr�e n+ 1.

On peut don
 appliquer le lemme 3.8 (WEAK) au jugement

��[x : ��

g

℄ `

h

N :

n

��;

et en d�eduire

��[x : �[N ℄�

g

℄ `

h

N :

n

��;


e qui montre que �

0

est aussi une solution de

�[x : �[N ℄�

g

℄ ` N :

n

�:

D�e�nition 3.12 Nous appelons V AR, FUN , APP et LET -r�edu
tions les quatre A-extensions

pr�e
�edentes dans leur ordre respe
tif d'apparition.

Toutes les r�edu
tions font d�e
rô�tre la somme des tailles des expressions du langage ML dans

le syst�eme d'�equations de typage ou le nombre d'�equations de typage. Le pro
essus de r�edu
tion


ombin�e au pro
essus de simpli�
ation des multi-�equations termine don
 toujours si le pro
essus de

simpli�
ation seul termine.

Remarque 3.4 La r�egle LET -r�edu
tion telle qu'elle est �e
rite m�emorise dans l'environnement la

pr�e-solution x : �[M℄�

g

perdant ainsi le partage 
ontenu dans le syst�eme M. La seule utilisation

ult�erieure possible de 
et environnement est par la V AR-r�edu
tion d'une �equation de typage � `

x :

n

�, qui prendra une 
opie du type �[M℄�

g

par une substitution �

g

: D(�

g

) ! V et produira

l'�equation �

:

= �[M�

g

�

g

℄. Celle-
i est �equivalente au syst�eme �

:

= � uM�

g

�

g

que l'on aurait pu

obtenir dire
tement en 
onsid�erant qu'une assertion de typage est un quadruplet x : �;M; �

g

et en

rempla�
ant les V AR et LET -r�edu
tions par

(�

:

= (fst Æ �(x)) u (snd Æ �(x))�

g

) �i

W

A

(� ` x :

n

�);

et

N u (�[x : �; [M℄; �

g

℄ ` N :

n

�) �i

W

A

e u (� ` let x =M in N :

n

�):

On peut même rempla
er N par le sous-syst�eme des multi-�equations li�ees �a �, qui en g�en�eral sera

beau
oup plus petit, apr�es avoir v�eri��e qu'il admettait au moins une solution. C'est 
ette m�ethode

qui est utilis�ee dans l'algorithme donn�e en annexe.

Remarque 3.5 Les r�egles de r�edu
tion 
i-dessus peuvent être utilis�ees dans un ordre quel
onque.

En parti
ulier, on peut r�eduire plusieurs sous-expressions simultan�ement y 
ompris des liaisons. La

seule restri
tion est que pour la r�edu
tion d'une liaison let x =M in N , dans un syst�emeM, on ne

peut ajouter les nouvelles �equations de typage 
r�ees par la r�edu
tion de M �a M que lorsque l'on

est sûr que leur degr�e est inf�erieur au degr�e de la liaison.

Remarque 3.6 Les degr�es sont des entiers. On aurait pu utiliser un ensemble de degr�es plus stru
-

tur�e. La seule 
ondition est que 
et ensemble poss�ede un inf et soit suÆsamment grand. Un 
as

parti
ulier est de prendre l'ensemble des o

urren
es des n�uds let dans l'expression de d�epart

ordonn�e naturellement par l'ordre pr�e�xe.

Th�eor�eme 5 Si la th�eorie A est r�eguli�ere, et si l'uni�
ation y est d�e
idable et unitaire, alors �etant

donn�e un 
ontexte g�en�erique �, un terme M , et une variable de type �, si le probl�eme de typage

� `

g

M : � admet une solution, alors il admet une solution prin
ipale.
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Th�eor�eme 6 Dans les 
onditions pr�e
�edentes, il existe un algorithme qui 
al
ule l'existen
e d'une

solution et lorsque 
'est possible une solution prin
ipale au probl�eme de typage pr�e
�edent.

D�emonstration Il suÆt de 
ombiner l'ensemble des r�esultats pr�e
�edents.

Nous avons �enon
�e les deux th�eor�emes pr�e
�edents dans le syst�eme (ML

g

) 
ar l'�enon
�e y est le

plus simple, mais on peut �evidemment les transposer dans 
ha
un des syst�emes �etudi�es.

L'algorithme mentionn�e n'est pas 
ompl�etement sp�e
i��e. En parti
ulier, nous n'avons pas pr�e
is�e

l'ordre des transformations, ni le 
hoix des stru
tures de donn�ees. Nous d�etaillons bri�evement 
es

points dans la partie suivante et donnons une implantation d'un algorithme dans le langage CAML

en annexe.

3.7 Une bonne strat�egie

Dans 
ette partie nous d�e
rivons et justi�ons la strat�egie qui a �et�e retenue pour l'implantation de

l'algorithme donn�e en annexe. Cette partie n'a qu'un int�erêt pratique. En e�et, la 
omplexit�e de

la synth�ese de type pour le langage ML a �et�e r�e
emment �etudi�ee par Paris Kanellakis et John C.

Mit
hell qui montrent dans [31℄ que sa 
omplexit�e est au plus exponentielle en temps si l'on ne


ompte pas l'impression du r�esultat, mais ne donnent qu'une borne inf�erieure plus faible. Dans [35℄,

A.J. Kfoury, J. Tiuryn et P. Urzy
zyn et ind�ependamment [41℄ annon
ent que la borne sup�erieure

est e�e
tivement atteinte.

L'eÆ
a
it�e que nous allons dis
uter 
i-dessous est n�egligeable si l'on �etudie le 
as le pire. Mais

d'un point de vue pratique, il s'av�ere que le 
as le pire n'apparâ�t pas naturellement. Cette s�eparation

entre le r�esultat th�eorique et l'apparente eÆ
a
it�e pratique est tr�es bien dis
ut�ee dans [31℄.

Le 
as d�efavorable ne peut apparâ�tre que dans un programme imbriquant les d�e�nitions lo
ales

de la fa�
on suivante

let x = let x

0

= : : : N in M in M

0

:

Remarquons qu'une preuve qu'un tel programme est bien typ�e dans le syst�eme (ML

h

) n�e
essite

d'utiliser des termes d'un degr�e au moins �egal �a la profondeur d'imbri
ation des let : : : in. Il se

trouve en pratique que 
e niveau d'imbri
ation n'est jamais tr�es �elev�e.

Au 
ontraire un programme ML est plutôt 
ompos�e de 
onstru
tions let : : : in : : : juxtapos�ees.

Le meilleur exemple est une suite de d�e�nitions globales,

let x

1

=M

1

; ;

let x

2

=M

2

; ;

: : :

let x

n

=M

n

; ;

N

qui se 
omporte exa
tement 
omme une longue 
hâ�ne de d�e
larations lo
ales juxtapos�ees. D'ailleurs

il arrive parfois que l'on e�e
tue e�e
tivement 
ette transformation pour 
a
her des identi�
ateurs

auxquels on ne veut pas donner libre a

�es �a l'utilisateur.

let x

1

=M

1

in

let x

2

=M

2

in

: : :

let x

n

=M

n

in

N

Il est don
 important que l'algorithme de synth�ese de type ait un bon 
omportement sur 
ette

derni�ere 
on�guration, la taille du programme pouvant devenir tr�es importante. Bien que de moindre

int�erêt, on peut aussi envisager la 
on�guration

let x

n

=

: : :

let x

2

=

let x

1

=M

1

in

M

2

in

: : :

M

n

in

N
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Plus g�en�eralement, les 
oûts de la synth�ese de type pour les deux programmes

P

�

Q [let x =M in N ℄

�

; P

�

let x =M in Q[N ℄

�

:

sont identiques lorsque x n'apparâ�t pas dans Q, et z n'apparâ�t qu'une seule fois dans P [z℄ et

dans Q[z℄.

En�n, nous ne pouvons pas ne pas mentionner les deux exemples pathologiques suivants, qui ont

�et�e remarqu�es simultan�ement par P. Buneman, P. Kanellakis, P. O'Keefe, J. C. Mit
hell, A. Ohori,

M. Wand et mais �etaient sans doute 
onnus par bien d'autres personnes. Le premier

Exemple 3.7

let x

0

= �x:x ; ;

let x

1

= x

0

; x

0

; ;

let x

2

= x

1

; x

1

; ;

.

.

.

let x

n

= x

n�1

; x

n�1

; ;

x

n

a un type prin
ipal de taille 2

n

, repr�esentable par un arbre dont toutes les feuilles sont des variables

distin
tes. Le se
ond

Exemple 3.8

let x

0

y = �z:zyy ; ;

let x

1

y = y(y x

0

) ; ;

let x

2

y = y(y x

1

) ; ;

.

.

.

let x

n

y = y(y x

n�1

) ; ;

x

n

a un type prin
ipal de taille 2

2

n

, mais repr�esentable par un graphe orient�e de taille 2

n

. Notre

algorithme trouve 
ha
un des types 
i-dessus en un temps proportionnel �a 2


n

, sans 
ompter les

temps d'impression

2

. La plupart des implantations r�eelles sont tr�es loin de 
ette performan
e, soit

par
e qu'elles n'e�e
tue pas un partage maximal dans la repr�esentation des types, soit par
e qu'elles

r�ealisent de trop nombreux par
ourts de la stru
ture des donn�ees, par exemple en e�e
tuant un test

d'o

urren
e �a 
haque substitution, ou en re
her
hant les variables g�en�eralisables dans un ensemble

beau
oup trop grand.

A titre d'exemple, nous 
onsid�ererons les expressions

let r = let x

0

y = �z:zyy ; ;

let x

1

y = y(y x

0

) ; ;

let x

2

y = y(y x

1

) ; ;

.

.

.

let x

n

y = y(y x

n�1

) ; ;

x

n

; ;

()

qui est une variante du dernier exemple �evitant l'impression d'un r�esultat gigantesque. Nos mesures

sont faites sur un SUN 3=60 ave
 8 m�ega-o
tets de m�emoire 
entrale. Il est mentionn�e dans [41℄ que

pour n = 5, le langage Standard ML of New Jersey, Version 0.33 fait 
rô�tre sa m�emoire jusqu'�a

presque 60 m�ega-o
tets dans la version qui imprime son r�esultat. Nous n'avons pas pu v�eri�er 
e


omportement sur SUN 3=60, 
ar au bout d'un temps de 
al
ul utilisateur de 251s le syst�eme

d'exploitation ne peut plus allouer de m�emoire ; le pro
essus avait alors une taille de 18:4 m�ega-

o
tets. Sur un SUN 3=280 il faut 447s et 80 m�ega-o
tets de m�emoire. Toujours pour n = 5 le langage

2

Ceux-
i d�ependent �enorm�ement du formatage des expressions. Ils d�ependent �egalement de la repr�esentation


hoisie, et peuvent toujours être e�e
tu�es en un temps proportionnel �a la taille en m�emoire de la stru
ture qui

les repr�esente, simplement en imprimant 
ette m�emoire.
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CAML (version V2-6) ave
 une image m�emoire de 8 m�ega-o
tets e�e
tue le 
al
ul en un temps

utilisateur de 232s mesur�e par le syst�eme d'exploitation.

Notre maquette e�e
tue le 
al
ul en un temps si faible que le temps mesur�e par le syst�eme

d'exploitation �egal

3

�a 0:7s n'est pas signi�
atif, 
ar il est essentiellement dû au 
hargement de l'image

m�emoire. Nous donnons des r�esultats plus pr�e
is mesur�es par le syst�eme CAML en d�e
omptant le

temps pass�e �a glaner les 
ellules. L'image m�emoire fait 4 m�ega-o
tets.

n 5 6 7 8 9 10

temps 0.38s 0.61s 1.26s 2.08s 3.73s 7.36s

Pour n = 10 le temps total y 
ompris le temps de glanage mesur�e par CAML est de 25:3s, 
elui

donn�e par le syst�eme d'exploitation est de 28:8s, et 
omprend le 
hargement de l'image m�emoire.

La r�egularit�e de la suite 
on�rme que la 
omplexit�e pratique est �egale �a la 
omplexit�e th�eorique de

2


n

. Ce n'est 
ertes pas le 
as pour SML qui 
al
ule le 
as n = 4 en

4

1:9s seulement !

La 
omparaison pr�e
�edente ne 
hange au
unement les questions soulev�ees par la 
omplexit�e de

l'algorithme de typage de ML, mais elle souligne simplement qu'une bonne impl�ementation ne fait

pas exploser la ma
hine ave
 un programme de 
inq lignes : il en faut au moins le double !

Le test 
i-dessus est �eliminatoire, mais ne permet pas de 
erti�er un synth�etiseur de types.

Il d�ete
te d'abord un test de 
y
li
it�e mal pla
�e, ou une perte de partage, mais a assez peu de


han
es de d�ete
ter l'eÆ
a
it�e de la g�en�eralisation, 
ar les liaisons � n'apparaissent qu'aux feuilles

des expressions.

3.7.1 Contrôle

Nous donnons le 
ontrôle sur lequel nous raisonnerons

5

par une fon
tion r�e
ursive type (algo-

rithme 3.1). Elle A-�etend un probl�eme de typage � ` M :

0

� en un syst�eme de multi-�equations

simpli��eM. Cet algorithme utilise deux fon
tions auxiliaires, simplify

n

qui transforme un syst�eme

par fusion-d�e
omposition-mutation des multi-�equations de bornes au moins �egales �a n, en un syst�eme


ompl�etement d�e
ompos�e, et equilibre

n

qui transforme un syst�eme en une 
onjon
tion d'�equilibre

au degr�e n. Cha
une de 
es fon
tions peut �e
houer, auquel 
as le probl�eme de typage initial n'a pas

de solution.

La 
orre
tion de l'algorithme est garantie par les r�egles de r�edu
tion, et la terminaison est

�evidente 
ar �a 
haque appel r�e
ursif la taille de l'expression a diminu�e.

3.7.2 Analyse de l'algorithme

Les traitements d'une abstra
tion et d'une appli
ation sont de 
oût �egaux �a la somme des 
oûts de

leurs sous-termes augment�ee d'une 
onstante. Les deux 
as qui peuvent devenir 
oûteux sont 
eux

d'une variable et d'une d�e�nition lo
ale. Nous 
onsid�erons que �(x) se 
al
ule en temps 
onstant.

Le 
al
ul de type revient au 
al
ul de l'instan
e �(x)�

g

. Il d�epend lin�eairement de la taille de �(x).

En utilisant une stru
ture de donn�ees ad�equate, on peut le rendre lin�eaire par rapport �a la taille

du squelette g�en�erique

6

. Comme 
as parti
ulier, une instan
e d'un type non g�en�erique se 
al
ule

en temps 
onstant. Le 
al
ul de type pour une d�e�nition lo
ale let x =M in N se d�e
ompose en

quatre �etapes.

On e�e
tue d'abord le 
al
ul de type pour l'expression interneM dont le 
oût d�epend de la taille

des squelettes g�en�eriques des assertions liant les variables de M dans l'environnement �. Le nombre

de variables introduites pendant 
e 
al
ul en d�epend �egalement de la même fa�
on. Le syst�eme obtenu

est ensuite simpli��e au degr�e n+ 1.

Dans une th�eorie �equationnelle vide, et ave
 de bonnes stru
tures de donn�ees, 
e 
al
ul peut

être rendu proportionnel au nombre de variables introduites dans la phase pr�e
�edente

7

. La plupart

des algorithmes implant�es sont en n logn dans le 
as le pire, mais bien souvent quasi-lin�eaires en

pratique. Pour une th�eorie �equationnelle non vide, il d�epend de la th�eorie, et peut devenir tr�es

3

Pour une image m�emoire de 4 m�ega-o
tets.

4

Le temps est mesur�e par le syst�eme d'exploitation et 
omprend le 
hargement de l'image m�emoire.

5

Une implantation 
ompl�ete en CAML est donn�ee en annexe.

6

Un type g�en�erique provient du renommage des variables de degr�e n+ 1 dans une 
onjon
tion d'�equilibre MuN

de degr�e n.

7

Ce 
al
ul est �equivalent �a un probl�eme d'uni�
ation et peut être e�e
tu�e en temps lin�eaire[51℄.
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let re
 type (W;M;� `M :

n

�) =

mat
h M

with << x >> ->

let �

g

: V

g

(�(x))! V

n

nW in

(W [ I(�

g

);Mu (�

:

= �(x)�

g

)

| << �x:M >> ->

let � 2 V

n

nW in

let � 2 V

n

n (W [ f�g) in

type (W [ f�; �g;Mu (�! �

:

= �);�[x : �℄ `M�)

| << MN >> ->

let � 2 V

n

nW in

let � 2 V

n

n (W [ f�g) in

let W

0

; U

0

= type (W [ f�; �g;Mu (�

:

= � ! �);� `M :

n

�) in

type (W

0

; U

0

;� ` N :

n

�)

| << let x =M in N >> ->

let � 2W in

let W

0

;M

0

= type (W [ f�g;M;� `M :

n+1

� in

let N uN

0

= (equilibre

n+1

Æ simplify

n+1

)(M

0

) in

let �

g

: V

n+1

(�[N

0

℄) in

type (W

0

;N ;�[X : �[N

0

℄�

g

℄ ` N :

n

�) in

fun
tion << � `M :

0

� >> ->

(simplify Æ snd Æ type ) (V(�); ;;� `M :

0

�)

; ;

Algorithme 3.1: type

sup�erieur 
ar de nouvelles variables ou pire des disjon
tions de syst�emes peuvent être introduites

pendant la mutation. L'�equilibrage au degr�e n + 1 est de 
oût proportionnel au nombre total de

variables de degr�e n+ 1, don
 
omparable au 
oût de la simpli�
ation. En�n, on 
al
ule le typage

de N dans l'environnement �etendu.

Le sur
oût dû �a l'�equilibrage est don
 au pire 
omparable au 
oût des autres 
al
uls, mais il

n'augmente en au
un 
as la 
omplexit�e des 
al
uls.

3.8 Extensions du langage ML

Nous avons montr�e dans 
e 
hapitre que l'algorithme de typage du langage ML s'�etend au 
as o�u

l'ensemble des types est muni d'une th�eorie �equationnelle r�eguli�ere ave
 sortes. Nous appellerons

K-A-ML une telle extension ou simplement K-ML lorsque la th�eorie �equationnelle est vide. Les

th�eor�emes 5 et 6 se fa
torisent dans le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 7 Si la th�eorie A est r�eguli�ere et l'uni�
ation y est d�e
idable, alors le typage dans le

langage K-A-ML est d�e
idable. Si de plus l'uni�
ation dans la th�eorie A est unitaire, alors une

expression typable admet un type prin
ipal.

Dans le 
hapitre suivant nous 
oderons les objets enregistrements dans le langage K-A-ML

d'abord dans une th�eorie vide, puis dans une th�eorie non vide lorsque les enregistrements seront de

tailles non born�ees.
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Chapitre 4

Typage des objets enregistrements

4.1 Une solution simple pour des enregistrements de taille

born�ee

Dans 
ette partie, nous allons montrer 
omment les objets enregistrements peuvent être 
od�es tr�es

simplement dans l'extension K-ML du langage ML. Nous d�e
ouvrirons d'abord le 
odage de fa�
on

intuitive, puis nous l'�etudierons plus formellement. Nous le g�en�eraliserons dans une pro
haine partie �a

des enregistrements de taille non born�ee. Nous ne re
her
hons don
 pas dans 
ette partie la puissan
e

du 
odage ni son eÆ
a
it�e, mais simplement �a en 
omprendre sa simpli
it�e et sa g�en�eralit�e.

Nous nous donnons un ensemble �ni d'�etiquettes L.

4.1.1 Une appro
he intuitive

Avertissement Dans 
ette partie nous resterons tr�es informel.

Si nous nous laissons guider par la s�emantique intuitive des enregistrements, 
e sont des fon
tions

partielles de l'ensemble des �etiquettes vers l'ensemble des valeurs. Nous �etudions le 
as plus simple

o�u il n'y a que deux �etiquettes, et une valeur unique, not�ee �, de type pr�esent

1

. Nous pouvons alors

repr�esenter les enregistrements dans des bô�tes �a deux 
ases.

Exemple 4.1 L'enregistrement

�

asso
ie la valeur � �a la premi�ere �etiquette et n'est pas d�e�ni

sur la se
onde.

Supposons que nous puissions d�e�nir les objets

X =

�

Y =

� �

en ML. Comment les typer ? Il est toujours possible de leur donner deux nouveaux types in
om-

patibles. Mais alors nous ne pourrions pas les m�elanger, par exemple dans les deux bran
hes d'une


onstru
tion if . . . then . . . else . . . , ni les passer en arguments �a une même fon
tion. Une premi�ere

solution serait de leur donner plusieurs valeurs, par exemple dire que X et Y repr�esentent les en-

sembles de valeurs :

X = j

�

Y = j

�

j

�

j

� �

:

Cela a l'avantage de permettre �a un enregistrement ayant plus de 
hamps d'être utilis�e �a la pla
e d'un

enregistrement ayant moins de 
hamps. L'in
onv�enient est que l'introdu
tion de valeurs multiples,

qui est une forme de sur
harge, n'est pas disponible dans le langage ML. D'autre part elle est souvent

tr�es 
oûteuse. La seule solution 
onsiste don
 �a donner �a X et Y des types 
ompatibles. C'est-�a-dire

qu'il faut que la 
ase pleine soit 
ompatible ave
 la 
ase vide. Il suÆt simplement de remplir les


ases vides ave
 une nouvelle 
onstante Æ d'un nouveau type, absent par exemple

2

, qui mentionne

expli
itement que l'enregistrement n'est pas d�e�ni sur 
ette 
ase. Ainsi

X =

� Æ

Y =

� �

;

1

On pourra lire noir de type pr�esent.

2

On pourra blan
 de type absent.

75
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et l'on peut typer 
es valeurs par

X : �(pr�esent; absent) Y : �(pr�esent; pr�esent);

o�u � est un nouveau symbole de type permettant de 
onstruire des types enregistrements. Mal-

heureusement Y ne peut pas en
ore être utilis�e �a la pla
e de X . Pour 
ela il faudrait que � soit aussi

de type absent. Soit ! d�e
idons que � est �a la fois de type absent et de type pr�esent, 
'est-�a-dire de

type prin
ipal ", o�u " ne peut prendre ses instan
es que sur les types pr�esent et absent.

X : �("; absent) Y : �("; "

0

):

Lorsque l'on a

�ede �a une 
omposante, il faut s'assurer que 
elle-
i est d�e�nie, 
'est-�a-dire que la

valeur de sa 
ase est �. Il suÆt que le type de sa 
ase soit pr�esent. Les proje
tions fst et snd ont

les types suivants :

fst : �(pr�esent; ")! pr�esent snd : �("; pr�esent)! pr�esent:

On v�eri�e ais�ement que fst peut être appliqu�e �a X et Y mais que snd ne peut être appliqu�e qu'�a

Y . Plutôt que des valeurs ordinaires, pr�esent et absent sont des drapeaux indiquant si la 
ase qui

les 
ontient est remplie ou non. On repr�esentera d�esormais les bô�tes par

X =

� Æ

Y =

� �

:

Les 
ases 
ontiennent maintenant de la pla
e pour une vraie valeur. Par exemple,

X =

�

1

Æ

Y =

�

2

�

V

;

mais ave
 quelle valeur doit-on remplir une 
ase dont le drapeau est Æ ? En fait une telle 
ase ne

sera jamais lue, don
 peu importe son 
ontenu. Nous utiliserons une nouvelle valeur 
 de type �.

X =

�

1

Æ




Y =

�

2

�

V

;

que nous typons par

X : �(":num; absent:�) Y : �(":num; "

0

:void)

o�u \." est un symbole in�x�e d'arit�e deux. Il est 
lair que " et "

0

par
ourent les types pr�esent et

absent des drapeaux � et Æ, alors que � par
ourt les types des autres valeurs. On peut fa
ilement

obtenir 
et e�et en d�e
larant les symboles pr�esent et absent d'une sorte di��erente de 
elle des autres

symboles. Maintenant, les proje
tions sont typ�ees par

fst : �(pr�esent:�; ":
)! � snd : �(":
; pr�esent:�)! �;

et tout se 
ombine merveilleusement bien.

Quand les �etiquettes sont un peu plus nombreuses, mais toujours d�enombrables, les enreg-

istrement peuvent toujours être 
onsid�er�es 
omme de grandes bô�tes �liformes ayant autant de 
ases

qu'il y a d'�etiquettes. Les �etiquettes sont simplement un moyen syntaxique de d�e
rire les 
hamps

signi�
atifs. Par exemple, si les �etiquettes sont tous les mots 
ompos�es d'au plus six lettres, f

A= V

g

est simplement une notation pour la bô�te repr�esentant

fA= �; V ; B= Æ;
 ; C = Æ;
 ; : : : zzzzzz= Æ;
g;

dont le type est

�(":void; absent:�

1

; absent:�

2

; : : : absent:�

642544811

);

dont la taille ne doit pas nous e�rayer pour l'instant. Nous montrerons dans une pro
haine partie


omment nous pouvons, 
omme pour les poup�ees russes, ranger toutes les 
ases vides dans une seule.
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4.1.2 Une formulation dans le syst�eme K-ML

Nous donnons dans 
e paragraphe une formulation des id�ees pr�e
�edentes. Rappelons qu'il s'agit

d'�etudier le typage des expressions et non leur �evaluation. C'est-�a-dire que nous ne 
her
hons pas

�a justi�er la s�emantique intuitive utilis�ee dans l'appro
he pr�e
�edente, mais simplement �a d�e�nir

de fa�
on pr�e
ise le syst�eme de typage et �etudier ses propri�et�es syntaxiques. Nous supposerons don


donn�ees un 
ertain nombre de primitives permettant d'e�e
tuer les op�erations �el�ementaires suivantes

sur les enregistrements :

� 
onstruire un enregistrement vide (d�e�ni nulle part),

� �etendre un enregistrement par un seul 
hamp. Si 
e 
hamp existait dans l'enregistrement de

d�epart, il est masqu�e par le nouveau 
hamp.

� lire un 
hamp d'un enregistrement,

� 
opier un enregistrement en e�a�
ant un 
hamp.

Nous ne r�esoudrons pas le 
as suivant,

� �etendre un enregistrement par tous les 
hamps pris dans un se
ond enregistrement. Comme

dans l'extension simple, les 
hamps du se
ond enregistrement 
a
hent 
eux du premier s'ils

existaient d�ej�a,

mais le mentionnerons seulement dans des 
ommentaires. Nous 
onsid�ererons que 
es op�erations sont

respe
tivement implant�ees par les primitives null, new

`

, extra
t

`

et forget

`

o�u ` d�esigne le 
hamp


orrespondant �a l'op�eration et par
ourt don
 l'ensemble L. L'ensemble L est suppos�e �ni et nous le

prendrons �egal �a un segment [1; L℄ de IN pour simpli�er.

Nous rappelons que le langage de typage de ML est l'alg�ebre libre T

0

(C

0

;V

0

) simplement gradu�ee.

Pour le noyau de ML, l'ensemble C

0

est r�eduit au seul �el�ement!. Soit K l'ensemble form�e des trois

sortes usual, �eld et 
ag . Soit C l'ensemble des symboles sign�es sur K suivants :

! : usual 
 usual ) usual

� : �eld 
 : : : �eld

| {z }

Card (L)

) usual

: : 
ag 
 usual ) �eld

pr�esent : 
ag

absent : 
ag


ompl�et�e par les symboles

f 2 C

0

n f!g : usual 
 : : : usual

| {z }

%(f)

) usual

Soit V un K-ensemble de variables tel que &

(�1)

(usual) soit �egal �a V

0

. Notre langage de types sera

l'alg�ebre libre T (C;V) sign�ee sur K. Le langage T

0

peut être plong�e dans l'ensemble des types de T

de sorte usual de fa�
on �evidente.

Notation Bien que le le
teur puisse retrouver les sortes �a partir des utilisations des variables,

nous l'aiderons en notant " et "

0

les variables de la sorte 
ag , et � et  les variables de la sorte �eld.

Nous garderons les notations �, � et 
 pour des variables de la sorte usual et �, � et � pour des

types non n�e
essairement variables quelle que soit leur sorte.

Nous 
onservons les primitives du langage ML ave
 leur type, et nous les �etendons ave
 les primitives

null : � (absent:�

1

; : : : absent:�

l

)

extra
t

`

: � ('

1

; : : : ; '

`�1

; pr�esent:� ; '

`+1

: : : '

l

)! �

forget

`

: � ('

1

; : : : '

l

)! � ('

1

; : : : ; '

`�1

; absent:� ; '

`+1

: : : '

l

)

new

`

: � ('

1

; : : : '

l

)! �! � ('

1

; : : : ; '

`�1

; ":� ; '

`+1

: : : '

l

)
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L'ensemble des d�e
larations de types 
i-dessus appartient au langage K-ML. Nous avons montr�e

dans le 
hapitre pr�e
�edent que le langage K-ML est une extension naturelle de ML, et que son

syst�eme de typage est d�e
idable et unitaire. Nous venons de montrer que les objets enregistrements

ave
 un nombre �ni de 
hamps peuvent se 
oder dans le langage K-ML.

Nous �etudierons plus loin les propri�et�es de 
e 
odage. Nous allons d'abord l'�etendre �a des en-

registrements dont l'ensemble des �etiquettes sera potentiellement in�ni. Même dans les 
as o�u 
et

ensemble serait �ni mais grand (plus d'une dizaine d'�etiquettes) 
e 
odage resterait int�eressant pour

son eÆ
a
it�e.

4.2 Extension �a des grands enregistrements

Si la solution pr�e
�edente est tr�es simple, il est 
lair qu'elle n'est pas 
onvenable pour un ensemble

d'�etiquettes tr�es grand. Car le prix d'un enregistrement d�epend de la taille totale de l'ensemble des

�etiquettes et non de la taille de l'enregistrement lui-même. Ce
i peut tr�es bien 
onvenir pour des

enregistrements utilis�es lo
alement, dont le nombre d'�etiquettes peut s'�e
rire ave
 un seul 
hi�re,

mais 
e n'est 
ertainement plus le 
as pour des enregistrements globaux, pour lesquels le nombre de


hamps e�e
tivement utilis�es dans une appli
ation raisonnable d�epassera tr�es vite la 
entaine.

Dans toute appli
ation, le nombre d'�etiquettes utilis�ees sera toujours �ni, mais pour une ap-

pli
ation modulaire, on ne 
onnâ�t pas toujours �a l'�e
riture d'un module les �etiquettes qui seront

utilis�ees dans les autres modules. En pratique, il est don
 int�eressant de savoir raisonner sur un

ensemble d'�etiquettes potentiellement in�ni. C'est bien entendu d'un point de vue th�eorique la seule

fa�
on d'�eviter un m�eta-raisonnement 
onsistant �a montrer que tout 
al
ul fait dans un syst�eme ave


un petit ensemble d'�etiquettes aurait pu être fait ave
 un ensemble d'�etiquettes plus grand, et de

montrer que le r�esultat dans le dernier 
as se d�eduit simplement de 
elui dans le 
as pr�e
�edent. La

bonne solution 
onsiste don
 �a internaliser 
ette id�ee, 
'est-�a-dire �a se pla
er dans un syst�eme o�u les


al
uls seront faits sur toutes les �etiquettes �a la fois.

Nous allons reprendre le dis
ours 
i-dessus, en essayant de d�e
rire les intuitions et les motivations

pour l'�etude formelle des alg�ebres tou�ues qui sera faite dans les parties suivantes.

Reprenons l'exemple pr�e
�edent de deux enregistrements

X = fa= �; 1 ; b= �; V g;

Y = fa= �; 2 ; b= Æ;
g;

que l'on type par

X : � (a : "

a

:num ; b : "

b

:void);

Y : � (
a : "

0

a

:num ; b : absent:�

0

b

);

dans le 
as o�u L est �egal �a fa; bg. Si nous ajoutons l'�etiquette 
 �a L, nous �e
rirons

X = fa= �; 1 ; b= �; V ; 
= Æ;
g;

Y = fa= �; 2 ; b= Æ;
 ; 
= Æ;
g:

que nous typerons par

X : fa : "

a

:num= b : "

b

:void ; 
= absent:�




g;

Y : f
a : "

0

a

:num= b : absent:�

0

b

; 
= absent:�

0




g:

Si nous ajoutons �a nouveau une �etiquette, d par exemple, nous �e
rirons

X = fa= �; 1 ; b= �; V ; 
= Æ;
 ; d= Æ;
g;

Y = fa= �; 2 ; b= Æ;
 ; 
= Æ;
 ; d= Æ;
g:

Nous pouvons noter plus simplement

X = fa= 1 ; b= V g;

Y = f

a= 2

g;

quel que soit l'ensemble L 
onsid�er�e. Il suÆt de lire l'�e
riture f(` = e

`

)

`2I

g 
omme l'enregistrement

��

` =

�

�; e

`

si ` 2 I

Æ;
 sinon

�

`2L

�

:
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Il est un peu plus d�eli
at de donner un type �a 
et objet. Dans le 
as o�u L est �egal �a fa; b; 
; dg nous

obtenons

X : � (a : "

a

:num ; b : "

b

:void ; 
 : absent:�




; d : absent:�

d

);

Y : � (
a : "

0

a

:num ; b : absent:�

0

b

; 
 : absent:�

0




; d : absent:�

0

d

):

De nouvelles variables ont dû être 
r�e�ees par rapport au 
as o�u L ne 
ontenait pas d. Aussi, on �e
rira

X : � (a : "

a

:num ; b : "

b

:void ; absent:�

1

);

Y : � (
a : "

0

a

:num ; b : absent:�

0

b

; absent:�

0

1

):

o�u l'expression f(` : �

`

)

`2I

; �

1

g devra être lue 
omme

Y

�

` :

��

�

`

si ` 2 I

�

`

sinon, o�u �

`

est une 
opie de �

1

�

`2L

�

Int�eressons-nous maintenant au m�elange de X ave
 Y , par exemple dans l'expression

Z = if true then X else Y .

Nous devons nous pla
er dans un ensemble L 
ontenant au moins toutes les �etiquettes de X et de

Y . Si nous prenons fa; b; 
g pour L, nous obtenons, par la substitution

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

"

a

7! "

00

a

"

0

a

7! "

00

a

"

b

7! absent

�

0

b

7! void

�




7! �

00




�

0




7! �

00




un objet Z de type

Z : � (a : "

00

a

:num ; b : absent:void ; 
 : absent:�

00




):

Si nous prenons l'ensemble d'�etiquettes fa; b; 
; dg, nous pouvons soit d'abord extraire le 
hamp d de


ha
un des enregistrements X et Y , puis typer ave
 les �etiquettes fa; b; 
; dg ou bien typer seulement

ave
 les �etiquettes fa; b; 
g, puis extraire le 
hamp d du r�esultat. Dans les deux 
as, nous obtenons

le même r�esultat,

Z : � (
a : "

00

a

:num ; b : absent:void ; 
 : absent:�

00




; d : absent:�

00

d

):

On peut r�esumer 
ette 
ommutation par la formule toutes les �etiquettes qui n'apparaissent pas se


omportent de la même fa�
on. Il suÆt d'e�e
tuer 
e 
al
ul une seule fois, nous le ferons sur le mod�ele

des types des 
hamps absents. A partir de

X : � (a : "

a

:num ; b : "

b

:void ; absent:�

1

);

Y : � (a : "

a

:num ; absent:�

0

1

);

nous extrayons le type absent:�

0

b

du 
hamp b de Y , a�n que les types de X et Y aient le même

ensemble de 
hamps, puis nous uni�ons X et Y 
hamp �a 
hamp ainsi que leurs mod�eles. Nous

obtenons

Z : � (a : "

a

:num ; b : absent:void ; absent:�

00

1

):

Ce 
al
ul r�esume les deux 
al
uls pr�e
�edents.

Nous avons �evit�e de parler de renommages dans le dis
ours pr�e
�edent. C'est en fait une diÆ
ult�e

que nous avons 
a
h�ee. Un mod�ele ressemble un peu �a un type g�en�erique 8~�

1

:� , dont on pourrait

prendre des instan
es di��erentes sur 
haque 
hamp. Mais 
ela ne 
onvient pas tout �a fait, 
ar les

variables de mod�ele �

1

, �

0

1

, et
., peuvent apparâ�tre dans plusieurs mod�eles �a la fois, elles d�esignent

alors un même mor
eau de mod�ele. L'essentiel des parties suivantes est de donner un sens pr�e
is

aux mod�eles.
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4.3 Alg�ebre tou�ue

4.3.1 Apparition et �evolution des premi�eres tou�es

A�n de bien 
omprendre le m�e
anisme pr�e
�edent, et aussi par
e que 
e premier r�esultat a un int�erêt

propre, nous allons simpli�er l'�etude des types enregistrements ave
 un ensemble in�ni d'�etiquettes,

et simplement nous int�eresser �a des tuples in�nis ultimement r�eguliers, 
'est-�a-dire qu'�a partir d'un


ertain rang, toutes les 
omposantes seront �-
onvertibles. Cette simpli�
ation revient �a supposer

que l'ensemble des �etiquettes est totalement ordonn�e et qu'une �etiquette ne peut apparâ�tre que

si toutes les �etiquettes plus petites sont d�ej�a apparues. Nous reviendrons au 
as g�en�eral dans la

pro
haine partie.

Il ressort de l'�etude intuitive men�ee pr�e
�edemment que les objets qui nous int�eressent sont des

tuples in�nis, mais tels qu'�a partir d'un 
ertain rang tous les 
hamps se ressemblent. Ressemblan
e

signi�e i
i que les deux types sont �egaux modulo le renommage de toutes leurs variables.

Le dernier �el�ement d'un tuple repr�esentera le mod�ele. Il doit être possible d'extraire de 
e

mod�ele (nous parlerons maintenant de tou�e), �a la fois un 
hamp (nous dirons maintenant brin)

suppl�ementaire et une tou�e plus petite repr�esentant les brins restants. Cette op�eration est le 
lon-

age. Dans l'appro
he intuitive pr�e
�edente, nous avons 
onsid�er�e le 
lonage de fa�
on atomique. Soit

� un symbole liant les brins extraits d'une tou�e. La �gure 4.1 d�e
rit l'op�eration de 
lonage ma
ro-

s
opique.

h

f

g

α
β

γ

h @ h

α'

β'

α''
β''

γ''

f

g

f

g

Figure 4.1: Vue ma
ros
opique du 
lonage

Cette appro
he pose deux probl�emes majeurs. D'une part elle rend diÆ
ile l'expression du

partage. D'autre part elle interdit toute op�eration �a l'int�erieur des tou�es, 
e qui est apparu tr�es

gênant dans une extension o�u l'ajout de relations d'in
lusion de types n�e
essitait la gestion de

pointeurs arri�ere. Il est don
 souhaitable de rendre l'op�eration de 
lonage mi
ros
opique. Pour les

variables, le 
lonage peut être exprim�e dire
tement par l'op�eration de substitution (�gure 4.2).

h

f

g

α
β

γ

h

g

α' @ α''

@ β''
@ γ''

f

Figure 4.2: Clonage mi
ros
opique des variables par substitutions

Son �evolution mi
ros
opique passe naturellement par les �etapes de la �gure 4.3.

Pour que 
ette op�eration soit permise, il suÆt de poser en axiomes les �equations suivantes

f(�

1

� �

1

; : : : �

p

� �

p

)

i2[1;p℄

:

= (f (�

1

; : : : �

p

)) � (f (�

1

; : : : �

p

)) (f 2 C)
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h

g

α' @ α''

@ β''
@ γ''

f

@

h

f @

@

f

g

α'

β'

α''
β''

γ''

h @ h

α'

β'

α''
β''

γ''

f

g

f

g

Figure 4.3: Propagation mi
ros
opique du 
lonage par des �equations


omme axiomes. Cependant, l'introdu
tion hâtive du symbole lieur � fait apparâ�tre deux sortes de

termes parasites :

� Les termes

(� � �) � (�� �)

sont ind�esirables, 
ar nous ne voulons extraire d'une tou�e uniquement des brins et non des

paquets de brins. Les seules termes d�esirables sont 
eux de la forme

� � � � �

o�u les termes � et � ne sont pas 
lonables.

� Nous voulons �egalement �eliminer les tou�es-rejets, qui se 
ontiendraient stri
tement :

� = � � �

A priori, il est suÆsant de refuser les termes rationnels pour empê
her les rejets. Cependant,

nous voulons �eliminer les rejets, sans pour autant interdire globalement les termes rationnels.

En fait, 
ette solution n'en serait une qu'en apparen
e 
ar elle laisserait des rejets potentiels

qui empê
heraient la terminaison des simpli�
ations. Nous reviendrons sur 
e point 
i-dessous

dans la partie 4.3.4.

Nous r�esolvons 
es deux probl�emes simultan�ement en 
ontrôlant la formation des termes par des

sortes. A�n de ne pas les 
onfondre ave
 les sortes d�ej�a pr�esentes, nous parlerons de puissan
es.

� Nous d�e
larons les termes non 
lonables d'une puissan
e �, o�u � est une nouvelle 
onstante.

� Les termes 
lonables seront de puissan
es di��erentes. Pour empê
her les rejets, il suÆt que

leur puissan
e 
ompte le nombre de brins qui ont �et�e extraits. Nous leur a�e
terons don
 des

puissan
es enti�eres.

Nous reprenons dans la partie suivante la 
onstru
tion de la th�eorie tou�ue avant d'en e�e
tuer son

�etude d�etaill�ee.



82 CHAPITRE 4. TYPAGE DES OBJETS ENREGISTREMENTS

4.3.2 Constru
tion de la th�eorie tou�ue

Nous pr�esentons l'alg�ebre tou�ue, puis nous justi�erons 
e 
hoix par des exemples avant d'en en-

treprendre l'�etude. Nous 
onsid�erons initialement un alphabet C et un ensemble de variables V sign�es

sur un ensemble K, et l'alg�ebre T (V ; C).

Nous distinguerons les mod�eles des autres termes grâ
e aux sortes. Nous utiliserons 
omme

langage de sortes un ensemble K

0

�egal au produit 
art�esien de K par un ensemble

�

P dont les �el�ements

seront appel�es puissan
es. A�n d'�eviter de 
onfondre des mod�eles n'ayant pas le même nombre de

brins extraits nous les for
erons �a être de puissan
es di��erentes. La puissan
e d'un mod�ele sera don


un entier n de IN , indiquant le nombre de brins extraits du mod�ele. Nous �etendons l'ensemble IN

en IN en lui ajoutant un symbole � qui sera la puissan
e des termes qui ne sont pas des mod�eles.

Nous �etendons l'ordre < de IN en un ordre sur IN en 
onsid�erant que � est la plus petite puissan
e.

Nous prenons

�

P �egal �a IN . Les puissan
es distin
tes de � seront dites e�e
tives.

Nous introduisons une in�nit�e de

hh


opies

ii

de l'alg�ebre T de la fa�
on suivante. Pour 
haque

puissan
e n,

� Nous notons �

n

le 
ouple (�; n) de K �

�

P . Par extension on note ((�

i

)

i2[1;p℄

) �)

n

le tuple

(�

n

i

)

i2[1;p℄

) �

n

.

� �a 
haque symbole f de C de signature �, nous asso
ions les symboles tou�us f

n

de signatures

�

n

.

� Nous introduisons une 
opie V

n

de V de variables de puissan
e n.

Nous relions les di��erentes 
opies en d�e�nissant pour 
haque sorte � de K,

� pour 
haque puissan
e n de IN , un symbole lieur �

n

�

de signature �

�


 �

n+1

) �

n

que nous

in�xerons,

� un symbole passif �

�

de signature �

0

) �

�

.

Nous notons respe
tivement K

0

, C

0

et V

0

les r�eunions de toutes les sortes, symboles et variables.

Nous d�esignerons par f , g et h les symboles tou�us et par f

0

, g

0

et h

0

des symboles quel
onques

de C

0

.

Exemple 4.2 On peut former les termes non sort�es

f

1

�

a

1

;�

�

a

�

�

0

f

1

a

1

�

�

1

�

�

ou bien

a

�

�

0

f

1

�

��

1

b

2

; � �

1

g

2

b

2

�

Il faut bien sûr lire f

n

��

n

g

n+1

� 
omme (f

0

�) �

n

(g

n+1

�) et f

n

(��

n

�; �) 
omme f

n

((��

n

�); �).

Pour 
haque symbole f : � ) �, de C d'arit�e p et pour 
haque puissan
e n nous introduisons

l'axiome

f

n

(�

i

�

n

�

=i

�

i

)

i2[1;p℄

:

=

�

f

�

(�

i

)

i2[1;p℄

�

�

n

�

�

f

n+1

(�

i

)

i2[1;p℄

�

(n")

f

permettant de distribuer le symbole tou�u f

n

sur le symbole lieur �

n

�

. Nous noterons (n")

f

l'axiome


i-dessus et (n#)

f

l'axiome sym�etrique

3

.

D�e�nition 4.1 L'alg�ebre tou�ue sur T est l'alg�ebre libre T

0

(C

0

;V

0

) sign�ee surK

0

munie des pr�e
�edents

axiomes.

Exemple 4.3 L'int�erêt de 
es axiomes est de permettre la suite d'op�erations suivantes. Soit � et

�

0

les deux termes �(� �

0

�

0

) et �(f

0

(b

0

; �)) que nous voulons uni�er. Nous pouvons appliquer la

substitution (� 7! 
 �

0




0

) �a �

0

et obtenir le terme

�

�

f

0

�

b

0

; 
 �

0




0

��

3

L'orientation vers le haut remonte les lieurs des feuilles vers la ra
ine.



4.3. ALG

�

EBRE TOUFFUE 83

qui se transforme par les axiomes de distributivit�e en

�

�

f

�

(b

�

; 
) �

0

f

1

�

b

1

; 


0

��

qui est uni��e ave
 � par la substitution

(

� 7! f

�

(b

�

; 
)

�

0

7! f

1

(b

1

; 


0

)

4.3.3 Etude de la th�eorie tou�ue

Nous montrons 
i-dessous que la th�eorie tou�ue est syntaxique.

Lemme 4.1 La th�eorie tou�ue est r�esolvante.

D�emonstration Nous n'avons pas

��!����!

(..

�

)

�

�

����!

(..

�

)

Æ

��!


ar pour le diagramme minimal obtenu par superposition d'axiomes :

(f

�

�

i

) �

n

�

(f

n+2

(�

i

�

n+1

�

=i




i

))

(�)

%. -&

(2)

f

n+1

(�

i

�

n

�

=i

(�

i

�

n+1

�

=i




i

)) (f

�

�

i

) �

n

�

((f

�

�

i

) �

n+1

�

(f

n+3




i

))

au
une r�edu
tion du membre droit ne peut avoir lieu �a la ra
ine. Les diagrammes minimaux 
i-dessus

ne se produisent qu'en en
hâ�nant des axiomes ayant des orientations oppos�ees. Nous pourrions

�etudier la r�edu
tion de diagrammes plus forts, 
omme nous le ferons dans les th�eories suivantes, mais

nous pouvons aussi faire disparâ�tre 
es diagrammes minimaux en privil�egiant 
ertaines orientations,


'est-�a-dire en rempla�
ant les axiomes par un syst�eme de r�e�e
riture. Nous disposerons alors d'une

famille de syst�emes de r�e�e
riture 
anoniques qui nous permettront de montrer que tous les doublets

sont r�esolvants.

Si l'on 
hoisi la même orientation pour tous les axiomes de même puissan
e, on �elimine la premi�ere

famille de paires 
ritiques. Pour �eliminer la se
onde, il suÆt que l'on 
hoisisse l'orientation (#) pour

l'axiome (n)

f

seulement si l'on 
hoisit �egalement l'orientation (#) pour l'axiome (n+ 1)

f

. Nous

obtenons ainsi une famille d'orientations lo
alement 
on
uentes R

n

form�ee des r�egles

f(

n"

)

f

j k < n; f 2 Cg [ f(

n#

)

f

j k � n; f 2 Cg:

Remarquons que la hauteur des termes est 
onserv�ee par A-�egalit�e. Soit m

n

l'ordre produit

(m

0

n

;m

00

n

) o�u m

0

n


ompte les symboles de puissan
e plus grande ou �egale �a n dans l'ordre lexi-


ographique des puissan
es d�e
roissantes et m

n


ompte les symboles de puissan
e e�e
tive stri
te-

ment plus petite que n dans l'ordre lexi
ographique des puissan
es 
roissantes. Notons T

n

l'ensemble

des termes 
onstruits ave
 des symboles de puissan
e au plus n. L'orientation R

n

est stable sur tous

les ensembles T

k

pour k � n et d�e
roissante pour l'ordre m

n

. Or 
et ordre est bien fond�e sur les

ensembles T

n

. Remarquons que l'orientation R

1


ompos�ee de toutes les r�egles (") n'est stable sur

au
un des ensembles T

k

s'il existe des symboles d'arit�e nulle. Elle permettrait la d�erivation in�nie :

f

0

�

��! f

�

�

0

: : : f

n+1

��! f

�

�

0

: : : f

n+1

�

n

f

n+2

��! : : :

Nous obtenons la r�esolvan
e par la proposition 2.32. Il suÆt d'utiliser les orientations 
anoniques

� R

n+1

pour les doublets de symboles identiques ff

n

; f

n

g,

� R

0

pour tous les autres doublets de symboles identiques,

� R

n

pour les doublets ff

n+1

;�

n

g et ff

n+1

; g

n+1

g,

� et une orientation R

k

quel
onque pour tous les autres doublets.
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Tous les doublets sont don
 r�esolvants.

Th�eor�eme 8 La th�eorie tou�ue est syntaxique et l'uni�
ation y est unitaire.

En e�et, la pr�esentation tou�ue est r�esolvante et pour tout 
ouple (f

0

; g

0

) de symboles homog�enes,

il existe au plus un axiome de f

0

(T )� g

0

(T ) don
 la th�eorie tou�ue est unitaire.

Soit (�; �) un 
ouple de termes de f

0

(T ) � g

0

(T ) et W une prote
tion de � et � . Si g

0

est un

symbole f

n

de C d'arit�e p et de signature � ) � et f

0

le symbole lieur �

n

�

, alors la g�en�eralisation

par les axiomes de l'�equation �

:

= � en dehors de W est le syst�eme :

(�

=1

:

= f

�

(�

i

)

i2[1;p℄

) u (�

=2

:

= f

n+2

(�

i

)

i2[1;p℄

) u

i2[1;p℄

(�

=i

:

= �

i

�

n

�

=i

�

i

)

pour des variables �

1

; : : : �

p

et �

1

; �

2

prise en dehors de W . Si f

0

et g

0

sont �egaux d'arit�e p, 
'est

simplement

i2[1;p℄

�

=i

:

= �

=i

;

sinon, il y a 
ollision.

Terminaison Soit m l'ordre lexi
ographique (m

0

;m

00

;m

000

) o�u m

0


ompte les symboles f de puis-

san
e e�e
tive dans l'ordre lexi
ographique des puissan
es 
roissantes et m

00


ompte 
eux de puis-

san
e �. En�n m

000


ompte le nombre de variables. La g�en�eralisation et la fusion sont d�e
roissantes

pour l'ordre m, et laissent invariants les ensembles T

n

. L'ordre m est bien fond�e sur les ensembles

T

n

. Ce qui assure la terminaison du pro
essus de fusion-g�en�eralisation.

La th�eorie tou�ue est stri
te 
ar l'A-�egalit�e 
onserve la hauteur des termes. Nous avons don
 un

algorithme d'uni�
ation pour 
ette th�eorie.

4.3.4 Attention aux fausses tou�es !

L'introdu
tion d'une famille de 
opies peut parâ�tre luxueuse, alors que deux 
opies sembleraient

suÆre. E�e
tivement, �a toutes les puissan
es stri
tement positives 
orrespondent des ensembles de

symboles et d'�equations isomorphes. Il est don
 naturel d'examiner le syst�eme plus simple suivant.

Nous limitons K

0

�a K

�

[ K

0

, et C

0

�a

C

�

[ C

0

[

[

�2K

f�

�

;�

�

g

o�u �

�

a maintenant pour signature �

�


 �

0

) �

0

. On muni T

0

des axiomes

f

0

(�

i

�

�

=i

�

0

i

)

i2[1;p℄

:

=

�

f

�

(�

�

i

)

i2[1;p℄

�

�

�

�

f

0

�

�

0

i

�

i2[1;p℄

�

()

f

Malheureusement, on ne peut plus 
ontrôler la terminaison de la r�e�e
riture 
omme 
i-dessus, ou du

pro
essus de mutation �a supposer que la th�eorie reste syntaxique. On ne pourra plus 
omme dans les

parties suivantes mesurer les termes par une taille restant invariante par les axiomes. Les symboles

f devraient être de poids nul.

Les sortes permettent de 
ontrôler le nombre de brins, et interdisent de m�elanger deux tou�es

de sortes di��erents, par exemple la tou�e �

�

� �

0

ne peut pas substituer la tou�e �

0

.

4.3.5 Puri�
ation des tou�es

Nous prenons K

00

�egal �a K, et C

00

�egal �a

C [

[

�2K

f�

�

;�

�

g

o�u �

�

et �

�

ont pour signatures �
 �) � et �) �. L'alg�ebre T

00

(K

00

; C

00

) est l'alg�ebre pure asso
i�ee

�a T

0

. Nous justi�ons 
ette terminologie par la propri�et�e suivante.
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Soit ' l'appli
ation de T

0

dans T

00

qui oublie toutes les puissan
es, 
'est-�a-dire qui identi�e

toutes les 
opies. Alors il est fa
ile de montrer par r�e
urren
e sur la taille du terme 
onsid�er�e qu'�a

tout terme pur �

00

de T

00

et toute sorte �

�

de K

�

, on peut asso
ier au plus un terme �

0

de T

0

de sorte

�

�

tel que �

00

= '(�

0

). Cela montre qu'il suÆt de pr�e
iser la sorte d'un terme pour pouvoir omettre

les puissan
es de ses symboles.

Exemple 4.4 Le terme

f (a;�(a� fa) � �)

de puissan
e 1 ne peut être que le premier terme de l'exemple 4.2.

4.3.6 Une intuition tou�ue

Intuitivement, une tou�e est un tuple in�ni mais ultimement r�egulier. Les �el�ements ou brins de 
es

tou�es sont totalement ordonn�es et peuvent être extraits un par un mais dans l'ordre. Certains brins

sont privil�egi�es, mais la plupart sont indis
ernables jusqu'au moment o�u ils sont extraits de la tou�e.

Nous allons maintenant donner une th�eorie dans laquelle il sera possible de nommer les brins et de

les extraire dans un ordre quel
onque.

4.4 Alg�ebre tou�ue �a brins �etiquet�es

Nous reprenons l'essentiel des id�ees de la partie pr�e
�edente, en les g�en�eralisant au 
as o�u les brins

sont nomm�es. Mais les d�emonstrations ne peuvent pas être �etendues, et nous devrons utiliser une

m�ethode plus puissante pour montrer que la th�eorie est syntaxique.

Nommer les brins nous permettra de les extraire dans un ordre quel
onque. Il ne sera plus suÆsant

de 
ompter les brins extraits 
omme dans l'alg�ebre simplement tou�ue ; il faudra les 
onserver

expli
itement. Les puissan
es enti�eres devront don
 être rempla
�ees par des ensembles d'�etiquettes.

Soit L un ensemble d�enombrable d'�etiquettes, et P l'ensemble des parties �nies de L. Nous

d�esignerons par a, b et 
 des �el�ements de L et par P , Q et R 
eux de P . Pour toute �etiquette a et

tout ensemble d'�etiquettes P ne 
ontenant pas a, nous notons a:P l'ensemble fag[P , et nous notons

simplement a:b:P pour a:(b:P ). Nous 
onsid�ererons l'ordre d'in
lusion � sur P . Nous prenons pour

�

P la 
ompl�etion de P ave
 la puissan
e � que nous prendrons minimale pour l'ordre � �etendu, et

de 
ardinal nul. Nous noterons

�

P l'ensemble P �etendu et d�esignerons par

�

P ,

�

Q et

�

R ses �el�ements.

4.4.1 Constru
tion de l'alg�ebre tou�ue �a brins �etiquet�es

Nous 
onsid�erons initialement un alphabet C et un ensemble de variables V sign�es sur un ensemble

K, et l'alg�ebre T (V ; C). Pour toute puissan
e

�

P ,

� Nous notons �

�

P

le 
ouple (�;

�

P ) de K�

�

P.

� �a 
haque symbole f de C de signature �, nous asso
ions un symbole f

�

P

de signature �

�

P

.

� Une 
opie V

�

P

de V de puissan
e

�

P .

Pour 
haque sorte � de K,

� nous 
r�eons un symbole lieur �

a;P

�

de signature �

�


 �

a:P

) �

P

pour 
haque �etiquette a et


haque puissan
e e�e
tive P .

� Un symbole passif �

�

de signature �

;

) �

�

.

Nous introduisons

� pour 
haque symbole f : � ) � d'arit�e p, pour 
haque �etiquette a et 
haque puissan
e e�e
tive

P , l'axiome

f

P

(�

i

�

a;P

�

=i

�

i

)

i2[1;p℄

:

=

�

f

�

(�

i

)

i2[1;p℄

�

�

a;P

�

�

f

a:P

(�

i

)

i2[1;p℄

�

(a"P )

�)�

f

permettant de distribuer le symbole tou�u f

P

sur le symbole lieur �

a;P

�

.
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� pour 
haque sorte �, 
haque 
ouple d'�etiquettes (a; b) et 
haque puissan
e e�e
tive P , l'axiome

��

a;P

�

(� �

b;a:P

�


)

:

= � �

b;P

�

(��

a;b:P

�


) (a"b#P )

�

�

permettant d'exprimer la 
ommutativit�e �a gau
he des symboles lieurs.

Nous notons respe
tivement K

0

, C

0

et V

0

les r�eunions de toutes les sortes, symboles et variables.

D�e�nition 4.2 L'alg�ebre tou�ue �a brins �etiquet�es sur T est l'alg�ebre libre T

0

(C

0

;V

0

) sign�ee sur K

0

,

munie des axiomes pr�e
�edents.

Remarque 4.5 Les symboles passifs n'interviennent dans au
une �equation. L'alg�ebre tou�ue simple

ou �a brins �etiquet�es se g�en�eralise en ajoutant un nombre quel
onque de symboles passifs de signature

de la forme

4

� ) �

�

o�u � et � sont quel
onques.

On peut en e�et les ajouter dans la d�e�nition de l'alg�ebre tou�ue, ou bien les 
onsid�erer 
omme

une extension de la th�eorie tou�ue pour laquelle on pourra appliquer les r�esultats de C. Kir
hner [36℄

sur le m�elange de th�eories, dans 
e 
as trivial.

Nous utiliserons 
ette alg�ebre �etendue dans l'implantation de l'annexe C o�u l'utilisateur pourra

d�e�nir de nouveaux symboles passifs.

4.4.2 Etude de la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es

Lemme 4.2 La th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es est r�esolvante.

D�emonstration Nous ne pouvons pas utiliser la même m�ethode que pr�e
�edemment 
ar il n'est

pas possible d'obtenir un syst�eme de r�e-�e
riture 
on
uent en privil�egiant 
ertaines orientations

d'axiomes. Nous allons utiliser le lemme 2.38 et son 
orollaire 2.39.

Ni la hauteur, ni la taille ne sont 
onserv�ees. Nous 
onsid�ererons les ensembles T

n

de termes

form�es uniquement ave
 la r�eunion de l'ensemble C

�

des symboles de puissan
e � et de l'ensemble

[

CardP�n

ff

P

;�

a;P

g

des symboles de puissan
e P de 
ardinal plus petit que n.

Sur 
es ensembles, nous d�e�nissons la taille �

n

d'un terme en a�e
tant aux symboles f

P

d'arit�e

q un poids 2 � (n� Card P ) + q, aux symboles f

�

d'arit�e q un poids 1 + q et un poids 1 pour tous

les autres symboles en parti
ulier les symboles lieurs. La taille �

n

est 
onserv�ee par A-�egalit�e pour

tout entier n.

Cela entrâ�ne d'une part que la 
ondition h

3

est v�eri��ee pour les ensembles T

n

, d'autre part qu'il

suÆt de v�eri�er les 
onditions h

1

et h

2

dans T . La 
ondition h

1

est satisfaite 
ar les axiomes sont

lin�eaires et leurs o

urren
es non variables sont de longueur au plus 1. Nous v�eri�ons que

�����!

R;(�)

k 2 IN

�������!

S

k

;(k)

����!

T;(�)

�

T

�

����!

(..

�

)

��!

�

����!

(..

�

)

par 
as sur les axiomes utilis�es.

Si S est la suite vide, alors R et T sont sym�etriques et s'annulent. Consid�erons les 
as o�u S n'est

pas vide.

Si R = (a"P )

f

, alors S

2

est un axiome (b"P )

f

et T l'axiome (a"b#P )

�

. Nous avons alors le

diagramme 
i-dessous en omettant les sortes des symboles lieurs

f

P

(�

i

�

a;P

(�

i

�

b;a:P




i

))

(�)

%. -&

(i)

i2[1;p℄

(f

�

�

i

) �

a;P

(f

a:P

(�

i

�

b;a:P




i

)) f

P

(�

i

�

b;P

(�

i

�

a;b:P




i

))

(2)

x

y

x

y

(�)

(f

�

�

i

) �

a;P

((f

�

�

i

) �

b;a:P

(f

b:a:P




i

)) (f

�

�

i

) �

b;P

(f

b:P

(�

i

�

a;b:P




i

))

(�)

-& %.

(2)

(f

�

�

i

) �

b;P

((f

�

�

i

) �

a;b:P

(f

b:a:P




i

))

4

La restri
tion sur la puissan
e de � n'interviendra que pour l'obtention de formes 
anoniques dans la partie

suivante.
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Si R = (a#P )

f

, alors T est n�e
essairement une r�egle (b"P )

f

. Si a et b �etaient identiques, S serait

vide. Il faut don
 au moins une appli
ation d'un axiome � �a 
haque sous terme dire
t pour 
hanger

les symboles �

b;a:P

en �

a;b:P

. Le diagramme est le même que pr�e
�edemment mais en le lisant en

diagonale.

Si R = (a"b#P )

�

, alors si T est une r�egle ()

f

on se retrouve dans le premier 
as d�ej�a trait�e,

sinon T est une r�egle (b"
#P )

�

. Comme (1) est une o

urren
e passive de T , on peut don
 repousser

S

1

�a l'ext�erieur par :

���!

(1)

����!

T;(�)

� ��!����!

(21)

Si 
 et a sont identiques, S est vide. Il faut don
 au moins appliquer l'axiome (a#
"b:P )

�

�a

l'o

urren
e (2). On a le diagramme suivant :

��

a;P

(� �

b;a:P

(
 �


;b:a:P

Æ))

(�)

%. -&

(2)

� �

b;P

(� �

a;b:P

(
 �


;a:b:P

Æ)) ��

a;P

(
 �


;a:P

(� �

b;
:a:P

Æ))

(2)

x

y

x

y

(�)

� �

b;P

(
 �


;b:P

(��

a;
:b:P

Æ)) 
 �


;P

(��

a;
:P

(� �

b;a:
:P

Æ))

(�)

-& %.

(2)


 �


;P

(� �

b;
:P

(��

a;b:
:P

Æ))

Nous avons envisag�e tous les motifs minimaux de h

2

.

Th�eor�eme 9 La th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es est syntaxique et l'uni�
ation y est unitaire.

La pr�esentation tou�ue �a brins �etiquett�es est r�esolvante et pour tout 
ouple (f

0

; g

0

) de symboles

homog�enes, il existe au plus un axiome de f

0

(T )� g

0

(T ) don
 la th�eorie est unitaire.

Soit (�; �) un 
ouple de termes de f

0

(T )� g

0

(T ) et W une prote
tion de � et � .

Si g

0

est un symbole f

P

de C d'arit�e p et de signature � ) � et f

0

un symbole lieur �

a;P

�

, alors

la g�en�eralisation par les axiomes de l'�equation �

:

= � en dehors de W est le syst�eme :

(�

=1

:

= f

�

(�

i

)

i2[1;p℄

u (�

=2

:

= f

a:P

(�

i

)

i2[1;p℄

) u

i2[1;p℄

(�

=i

:

= �

i

�

a;P

�

=i

�

i

)

pour des variables �

1

; : : : �

p

et �

1

; �

2

prises en dehors de W .

Si f

0

est un symbole lieur �

a;P

�

et g

0

un symbole lieur �

b;P

�

la g�en�eralisation par les axiomes de

l'�equation �

:

= � en dehors de W est le syst�eme :

�

=1

:

= � u �

=1

:

= � u �

=2

:

= (� �

b;a:P

�


) u �

=2

:

= (��

b;a:P

�


)

pour des variables �, 
 et Æ prises en dehors de W . Si f

0

et g

0

sont �egaux d'arit�e p, 
'est simplement

i2[1;p℄

(�

=i

:

= �

=i

);

sinon il y a 
ollision.

La g�en�eralisation et la fusion sont stables dans les ensembles T

n

et y font d�e
rô�tre la taille �

n

,


e qui assure la terminaison du pro
essus. La th�eorie est stri
te 
ar l'A-�egalit�e 
onserve la taille �

n

.

Nous avons don
 un algorithme d'uni�
ation pour la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es.

4.4.3 Tou�es pures

Comme pr�e
�edemment, on peut d�e�nir l'alg�ebre pure asso
i�ee en 
onservant l'ensemble des sortes

initiales et en se limitant aux symboles

C [

[

�2K

(f�

�

g [ f�

a

�

j a 2 Lg)

o�u �

�

et �

�

ont pour signatures �
 �) � et �) �. En gardant les même notations que dans la partie

pr�e
�edente, et si ' oublie les puissan
es des symboles lieurs en ne 
onservant que leur �etiquette,


'est-�a-dire '(�

a;P

�

) = �

a

�

, on peut en
ore montrer qu'�a tout terme pur �

00

de T

00

et toute sorte �

de K, on peut asso
ier au plus un terme �

0

de T

0

de sorte � tel que �

00

= '(�

0

). Il est don
 toujours

suÆsant de pr�e
iser la sorte d'un terme pour pouvoir omettre les puissan
es des symboles.
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4.4.4 Une intuition r�e
ursive

Nous savons maintenant nommer les brins et les extraire dans n'importe quel ordre. Mais il reste

surprenant qu'un brin primitif, 
'est-�a-dire 
onstruit dire
tement, soit de nature di��erente d'un brin

extrait. En e�et, seul un brin primitif peut 
ontenir un symbole �. Dit autrement, les brins extraits

ne 
ontiennent que des symboles de C. On peut don
 envisager une nouvelle gen�ese en prenant


omme base l'alg�ebre tou�ue pour obtenir des tou�es de tou�es ! Les brins de premi�ere g�en�eration

pourraient 
omporter des tou�es. Mais bien sûr 
ette propri�et�e d�eg�en�ere. Nous pr�esentons dans

l'annexe A l'alg�ebre !-tou�ue, o�u l'on peut imbriquer les tou�es de fa�
on arbitraire. Pour simpli�er,

nous 
onsid�ererons des brins non �etiquet�es.

4.5 Formes 
anoniques

Les alg�ebres tou�ues �etudi�ees pr�e
�edemment ont 
ertainement d'autres appli
ations que le typage des

objets enregistrements. Au point qu'elle semblent trop puissantes pour 
ette simple appli
ation. Elles

ont permis de d�elo
aliser l'information sur les di��erents 
hamps signi�
atifs de la ra
ine vers les brins.

L'extra
tion d'un brin d'une tou�e est merveilleusement e�e
tu�ee par l'op�eration de substitution.

En revan
he, il devient diÆ
ile de retrouver les di��erents 
hamps signi�
atifs d'une tou�e �a partir

de sa forme syntaxique. Les �equations qui ont permis de 
al
uler sur les 
hamps ont maintenant

l'e�et pervers de fournir trop de pr�esentations �equivalentes d'un r�esultat. Nous allons dans 
ette

partie essayer d'obtenir des formes 
anoniques, moins pr�e
ises, mais beau
oup plus simples.

Nous montrerons d'abord 
omment faire remonter l'information des brins vers la ra
ine. Cette

op�eration implique en g�en�eral des extra
tions de brins suppl�ementaires, que nous appellerons expan-

sions, et qui sont en g�en�eral r�ealis�ees par des substitutions, don
 irr�eversibles. Elles a�aiblissent la

solution prin
ipale, mais nous montrerons que 
ela n'est pas 
atastrophique 
ar l'expansion poss�ede

une propri�et�e de 
ommutation ave
 l'op�eration de substitution.

Nous d�e�nirons des formes 
anoniques, et nous montrerons qu'elles peuvent être obtenues par des

expansions minimales. Malheureusement, les formes 
anoniques ne 
ommuteront ave
 l'op�eration de

sup que dans un 
as parti
ulier, 
e qui nous am�enera �a envisager des formes 
anoniques plus faibles.

Nous nous pla�
ons dans l'alg�ebre tou�ue �a brins �etiquet�es, et tous les r�esultats se parti
ularisent

don
 �a l'alg�ebre simplement tou�ue.

4.5.1 Expansions

Dans 
ette partie, nous formalisons 
e que nous avons appel�e l'extra
tion de brins. Nous �etudierons

les propri�et�es de 
ommutation de 
ette op�eration ave
 l'op�eration de substitution.

D�e�nition 4.3 On appelle petite substitution de W , l'une des quatre formes de substitutions

�el�ementaires suivantes :

� (� 7! � �

a;P


) est une petite expansion de W si � est une variable de W et � et 
 sont des

variables prises en dehors de W ,

� (� 7! �) est un petit renommage de W si � est une variable de W et � une variable prise en

dehors de W ,

� (� 7! �) est une petite fusion de W si � et � sont deux variables de W ,

� (� 7! f(�

i

)

i2[1;p℄

) est une petite stru
turation de W si � est une variable de W et (�

i

)

i2[1;p℄

sont des variables toutes deux �a deux distin
tes et prises en dehors de W ,

Nous appelons 
omposition parfaite de W toute 
omposition �

1

: : : �

p

telle qu'il existe une suite

(W

i

)

i2[0;p℄

d'ensembles de variables satisfaisant

1. W

0

=W ,

2. �

i

est une petite substitution de W

i

,

3. W

i

est �egal �a W

i�1

�

i

.
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Une expansion deW est une 
omposition parfaite deW 
ompos�ee uniquement de petites expansions.

Une �-expansion expansion deW est une 
omposition parfaite deW 
ompos�ee uniquement de petites

expansions ou de renommages. SiW est un ensemble de termes, nous rempla�
ons dans les d�e�nitions

pr�e
�edentesW par V(W ). Par abus, et seulement lorsqu'il n'y aura pas ambigu��t�e, on appellera aussi

expansion [respe
tivement �-expansion℄ d'un ensemble de termes U , l'image de U par une expansion

[respe
tivement �-expansion℄ de V(U).

Notation Nous d�esignerons les expansions par les lettres ',  et � et les petites substitutions par

l'a

ent �. La notation

� : V ! T () D(�) � V ^ V � �W:

n'est pas adapt�ee pour d�e
rire des 
ompositions parfaites. Aussi nous noterons

V

�

��!W () D(�) � V ^ V(V �) =W;

Nous ajoutons la 
onvention suppl�ementaire que si � est un renommage ou une expansion, la notation

V

�

��! W

signi�e que � est un renommage de V , 
'est-�a-dire est bije
tive sur V , et la notation

V

'

��!W

signi�e que ' est un expansion de V . Nous pouvons 
omposer 
es d�e
larations de la fa�
on suivante

V

�

��! W

�

��!W

0

:

Dans les diagrammes, nous �e
rirons en haut ou �a droite les substitutions universellement quanti��ees

(sur un 
ertain ensemble) et en bas ou �a droite, les substitutions existentiellement quanti��ees. Ainsi

l'�enon
�e de la propri�et�e 4.9

V

�

����! W

'

?

?

y

?

?

y

 

W

0

����!

�

:

se lit pour toute substitution � de V dans W et toute expansion ' de V dans W

0

, il existe une

substitution � de W

0

et une expansion  de W telle que � et '� soient �egales (A-�egales dans la

propri�et�e 4.9 
ar on pr�e
ise que le diagramme est �a 
onsid�erer modulo A-�egalit�e).

Les petites substitutions permettent de ramener l'�etude des propri�et�es de 
ommutation �a des 
as

tr�es simples, grâ
e au lemme de d�e
omposition suivant.

Lemme 4.3 Toute substitution � de domaine in
lus dans W peut s'�e
rire 
omme une 
omposition

parfaite de W .

D�emonstration Nous le montrons d'abord pour une substitution �el�ementaire (� 7! �), par r�e
urren
e

sur le nombre de symboles dans �. Si � est une variable, alors (� 7! �) est une petite substitution

de taille nulle. Si � 
ontient n symboles, soit f le symbole de tête de �, p son arit�e, et (�

i

)

i2[1;p℄

des

variables toutes distin
tes et prises en dehors de W . La substitution � peut s'�e
rire

W

(� 7! f(�

i

)

i2[1;p℄

)

��������������! W

1

(�

1

7! �

=1

)

���������! � � �W

p+1

(�

p

7! �

=p

)

���������!

Les sous-termes dire
ts (�

=i

)

i2[1;p℄


ontiennent tous moins de n symboles. On peut rempla
er 
ha-


une des substitutions �el�ementaires (�

i

7! �

=i

) par une 
omposition parfaite de W

p

de petites

substitutions.

Nous le montrons maintenant dans le 
as g�en�eral par r�e
urren
e sur le nombre de variables dans

le domaine de la substitution �. C'est vrai pour un domaine vide. Supposons que la propri�et�e soit
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vraie pour n. Privil�egions une variable � du domaine de � et formons la restri
tion � de � �a V(f�g).

Soit � une variable prise en dehors de W . La substitution � est �egale �a (� 7! �)�(� 7! ��) sur W .

Par l'hypoth�ese de r�e
urren
e, la substitution � peut s'�e
rire

W [ f�g

��

1

����! W

1

: : :

��

p

����! W

p

Comme � n'est pas dans le domaine de �, � est dans W

p

. Par le r�esultat 
i-dessus, la substitution

�el�ementaire (� 7! ��) peut s'�e
rire

W

p

��

p+1

����! W

p+1

: : :

��

p+q

����! W

p+q

La d�e
omposition pr�e
�edente n'est bien sûr pas unique, mais le lemme 4.6 montrera qu'il n'y a

pas tant de libert�e que 
ela.

Lemme 4.4 Une substitution � est une expansion de W si et seulement si

1. l'image de � ne 
ontient que des symboles lieurs �,

2. l'image de � ne 
ontient que des variables prises dans D(�) ou en dehors de W ,

3. les images de deux variables distin
tes ne 
ontiennent pas de variables en 
ommun.

Remarque 4.6 De fa�
on plus 
on
r�ete, une expansion ' est de la forme

(�

i

7! �

i0

�

a

i1

;P

i

: : : �

i(p�1)

�

a

ip

;a

i(p�1)

:���a

i1

:P

i

�

ip

)

�

i

2D(')

o�u toutes les variables �

ij

sont prises en dehors de W nD(') et distin
tes deux �a deux.

D�emonstration Il est imm�ediat de 
onstruire une d�e
omposition en petites expansions de la so-

lution g�en�erale 
i-dessus. Inversement, on montre que la 
omposition parfaite d'une substitution de


ette forme ave
 une petite expansion est en
ore de 
ette forme.

Remarque 4.7 L'ensemble des expansions de W est ferm�e par A-�egalit�e. Cela d�e
oule sans diÆ-


ult�e du lemme pr�e
�edent. L'A-�egalit�e de deux expansions peut toujours se prouver en n'utilisant

que des axiomes de 
ommutativit�e gau
he.

Lemme 4.5 Si � est un renommage de V et ' une expansion de V �, alors il existe une expansion

 de V et un renommage � de V  tels que '� et  � soient �egales,

W

0

'

����! W

�

x

?

?

x

?

?

�

V ����!

 

W

00

et r�e
iproquement en inversant le rôle des renommages et des expansions,

W

0

�

����! W

'

x

?

?

x

?

?

 

V ����!

�

W

00

D�emonstration Montrons le premier diagramme. Notons V

0

l'ensemble V [ W [ W

0

. On peut

�etendre la substitution � en une substitution �

0

de telle fa�
on que �

0

(I(�)) soit �egal �a D(�). Notons

� la restri
tion de �

0

�a W .

La substitution  �egale �a �'�

�1

est la restri
tion �a V de la substitution �

0

'�

0

�1

, or �

0

est un

renommage de toutes les variables de '. Les 
onditions du lemme 4.4 ne sont �evidemment pas

alt�er�ees par 
e renommage, et  est don
 une expansion. Le diagramme est v�eri��e par 
onstru
tion.

Le diagramme r�e
iproque se montre de la même fa�
on.
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Lemme 4.6 Une 
omposition parfaite de petites substitutions qui est une �-expansion ne 
ontient

que des renommages ou des expansions.

D�emonstration Nous montrons la proposition 
ontrapos�e. Soit � la 
omposition parfaite

W

0

��

1

����! W

1

: : :

��

p

����! W

p

de W

0

. Si 
ette suite 
ontient une stru
turation f(�

i

)

i2[1;p℄

, alors I(�) 
ontient le symbole f . Sinon

elle 
ontient une fusion (� 7! �). Si � et � ont des ant�e
�edents distin
ts �

0

et �

0

de W

0

, alors

les images de �

0

et �

0


ontiennent au moins une variable en 
ommun. Sinon, � et � ont un même

ant�e
�edent et son image par � est un terme ayant plusieurs o

urren
es d'une même variable. Dans


ha
un des trois 
as 
i-dessus, � ne peut pas être une expansion.

Corollaire 4.7 Deux substitutions qui se 
omposent parfaitement en une �-expansion sont des �-

expansions.

Lemme 4.8 Pour toute petite substitution �� et toute petite expansion �' de W , il existe une expan-

sion  de V(W ��) et une substitution � telles que �'� et ��' soient A-�egales sur W , 
e que l'on peut

repr�esenter par le diagramme

W

��

����! :

�'

?

?

y

?

?

y

 

: ����!

�

:

modulo A-�egalit�e.

D�emonstration Nous le montrons par 
as sur la petite substitution ��. La substitution �' est de la

forme (� 7! �

0

�

a;P

�

00

) o�u �

0

et �

00

sont prises en dehors de W , 
ar les 
ontraintes de sortes les

empê
hent d'être �egales �a �.

� Si �� est un renommage (� 7! �), alors (� 7! ��

a;P

�

00

) pour � et l'identit�e pour  
onviennent.

� Si �� est une fusion (� 7! �), alors (� 7! �

0

�

a;P

�

00

) 
onvient �a la fois pour  et �. Sinon,

� Si l'image de �� ne ren
ontre ni W ni l'image de �', alors on envisage les trois 
as suivants :

{ Si le domaine de �� n'est pas la variable �, alors �'�� et �� �' sont �egales, sinon,

{ Si �� est une expansion (� 7! �

0

�

a;P

�

00

), il suÆt de prendre l'identit�e pour  et le

renommage (�

0

7! �

0

; �

00

7! �

00

) pour �.

{ Si �� est une expansion (� 7! �

0

�

a;Q

�

00

), soit 
 une variable prise en dehors de W

et distin
te de �

0

, �

00

, �

0

et �

00

. On prendra l'expansion (�

00

7! �

0

�

b;a:P


) pour � et

l'expansion (�

00

7! �

0

�

a;b:P


) pour  . On 
on
lut par l'axiome (a"b#P )

�

.

{ Si �� est une stru
turation (� 7! f(�

i

)

i2[1;p℄

), on prendra pour  la substitution

(�

i

7! 


0

i

� 


00

i

)

i2[1;p℄

;

et pour � la substitution

(�

0

7! f(


0

i

)

i2[1;p℄

; �

00

7! f(


00

i

)

i2[1;p℄

);

o�u toutes les variables 


0

i

et 


00

i

sont prises en dehors de W et des images de �' et de ��.

On 
on
lut par l'axiome (a"P )

f

.

� Sinon, �� est soit une petite expansion, soit une petite stru
turation. Il existe un renommage �

tel que ��� soit une petite expansion ou une petite stru
turation dont l'image ne ren
ontre pas

W ni l'image de �'. On est don
 ramen�e au 
as pr�e
�edent qui permet de 
on
lure �a l'existen
e

d'une expansion � et d'une substitution � telles que les 
ompositions parfaites '� et ��� soient

A-�egales. En utilisant le lemme 4.9, on peut r�e-�e
rire �� en une 
omposition parfaite  �. Il

suÆt de prendre ��

�1

pour �.
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Remarque 4.8 Dans le 
as o�u �� est une petite expansion, � est une �-expansion.

Proposition 4.9 Pour toute substitution � et toute expansion ' en dehors de W , il existe une

expansion  de V(W�) et une substitution � telles que '� =

W

A

� , 
e que l'on peut repr�esenter �a

nouveau par le diagramme

W

�

����! :

'

?

?

y

?

?

y

 

W

0

����!

�

:

modulo A-�egalit�e.

D�emonstration Les substitutions ' et � peuvent s'�e
rire 
omme 
omposition de petites substi-

tutions. Il suÆt alors de 
omposer le lemme pr�e
�edent. Plus pr�e
is�ement, on montre le lemme par

r�e
urren
e sur les nombres p et q de petites substitutions 
omposant ' et �. C'est vrai si p ou q est

nul. Supposons que la propri�et�e soit vraie pour (p; q).

Pour une d�e
omposition (p + 1; q), on peut �e
rire ' sous la forme '

0

�� o�u �� est petite. Par

hypoth�ese de r�e
urren
e, il existe une expansion  

0

de W et une substitution �

0

de W' telles

que  �

0

et � 

0

soient A-�egales. Notons W

0

l'ensemble des variables de W'

0

. En utilisant le lemme

pr�e
�edent, il existe une expansion �

0

deW

0

et une substitution � telles que ��� et ��

00

soient A-�egales.

Il suÆt de prendre l'expansion  

0

�

0

de V(W�) pour  . On a ainsi obtenu le diagramme

W

�

����! :

'

0

?

?

y

?

?

y

 

0

: ����!

�

0

:

?

?

y

��

?

?

y

�

0

: ����!

�

:

Pour une d�e
omposition (p; q+1), on peut �e
rire � sous la forme �

0

�

� o�u

�

� est une petite substitution

et �

0

une 
omposition de q petites substitutions. Puis on pro
�ede 
omme pr�e
�edemment en ra
ontant

l'histoire du diagramme suivant.

W

�

0

����! W

0

����!

�

�

:

'

?

?

y

?

?

y

'

0

?

?

y

 

: ����!

�

0

: ����!

�

�

0

:

Remarque 4.9 Si � est une �-expansion, � est aussi une �-expansion.

Corollaire 4.10 Si un uni�
ande U admet une solution � en dehors de W , si ' est une expansion

de U , il existe une solution � de U' et une expansion  de U� telle que � soit A-�egal �a '�.

Nous allons montrer que si � est un uni�
ateur prin
ipal deM, alors on peut prendre un uni�
ateur

prin
ipal de U' pour �.
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Th�eor�eme 10 Soit un uni�
ande U , '� une �-expansion de U , et U

0

l'image par '� de U . Si �

et � sont des A-uni�
ateurs prin
ipaux de U et U

0

, alors il existe une �-expansion  � de U

0

� telle

que �� et '�� soient A-�egales, 
e que l'on r�esume par le diagramme

U

�

����! :

'�

?

?

y

?

?

y

 �

U

0

����!

�

:

modulo A-�egalit�e.

D�emonstration Par la propri�et�e 4.9, nous savons qu'il existe une substitution �

0

et une expansion

'

0

telles que �'

0

et '�

0

soient A-�egales. La substitution '�� est un uni�
ateur de U , don
 est A-plus

petite que � par une substitution �. D'autre part, la substitution �

�1

�

0

est un uni�
ateur de U

0

don
 est A-plus petite que la solution prin
ipale � par une substitution �

0

. La 
omposition ��

0

est

A-�egale �a l'expansion '

0

. La substitution � est don
 une �-expansion. En r�esum�e,

U

�

����! : :

'

?

?

y

?

?

y

'

0

: ����!

�

0

:

?

?

?

?

?

?

?

?

?

?

y

�

�

?

?

y

x

?

?

�

0

U

0

�

����! : :

modulo A-�egalit�e.

4.5.2 Termes 
anoniques

Dans 
ette partie nous d�e�nissons des termes 
anoniques

5

, et �etudions plus pr�e
is�ement leur stru
-

ture. Nous supposons �x�e un ordre total < sur L.

D�e�nition 4.4 Un terme � est 
anonique si tout symbole lieur est le �ls d'un symbole � o�u d'un

autre symbole lieur.

8ux 2 O(�); (Top (�

=ux

) = �

a;P

=) Top (�

=u

) 2 f�;�g ^ (8b 2 P; b < a))

Exemple 4.10 Le terme

�

�(��

a;P

�

0

)

�

�

a;P

�

0

�

a;b:P

�

00

est 
anonique

6

, mais

f

�

(��

a;P

�

0

); (� �

a;P

�

0

�

a;b:P

�

00

)

�

ne l'est pas.

Notation Si C est un ensemble de symboles, on note C(�) l'ensemble des symboles apparaissant

�a la fois dans C et �. Cette notation est analogue �a 
elle utilis�ee pour les variables. On note C

6�

l'ensemble C n f�g.

On note T

�

P

6�

l'ensemble T (C

6�

;V

�

[ V

�

P

) des termes 
onstruits ave
 des variables de puissan
es

� ou �egales �a

�

P et des symboles distin
ts de �. Si T

0

est un ensemble de termes, on note �(T

0

)

l'ensemble

f�(�) j � 2 T

0

^ � : ;g:

5

Nous �enon
erons les d�e�nitions et propri�et�es ave
 un seul symbole passif �, mais elles s'�etendent sans diÆ
ult�e

au 
as d'un ensemble quel
onque de symboles passifs.

6

Si <

�

i

�

en sûr.
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Lemme 4.11 Soit P et Q deux puissan
es e�e
tives telles que A soit plus grande que Q. Tout

terme de T

P

6�

de puissan
e Q, est A-�egal �a un terme 
anonique de la forme

�

0

�

a

1

;Q

: : : �

p�1

�

a

p

;a

p�1

:���a

1

:Q

�

p

o�u (a

i

)

i2[1;p℄

est la suite ordonn�ee des �etiquettes de P nQ.

D�emonstration Nous montrons le lemme par r�e
urren
e sur la taille �

Card (P )+1

des termes. Un

terme de taille nulle est une variable de puissan
e Q, il est dans T

Q

6�

. Soit � un terme de T

P

6�

de taille

non nulle de puissan
e Q, stri
tement plus petite que P .

S'il est de la forme � �

a

0

;Q

�, le terme � est de plus petite taille que �, et de puissan
e a:Q. Par

r�e
urren
e, il est don
 A-�egal �a un terme 
anonique de la forme

�

1

�

a

1

;a

0

:Q

: : : �

p�1

�

a

p

;a

p�1

:���a

1

:a

0

Q

�

p

o�u la suite (a

i

)

i2[1;q℄

pr�esente les �etiquettes de P n(a

0

:Q) dans l'ordre. Nous pouvons par les axiomes

(a"a

i

#R)

�

r�earranger � et pla
er a

0

apr�es a

k

de telle sorte que a

k

< a

0

< a

k

+ 1 (ave
 des 
as

parti
uliers �evidents aux extr�emit�es).

Sinon, � est de la forme f

Q

(�

j

)

j2[1;q℄

. Si q est nul, alors � est A-�egal �a

f

�

�

a

1

;Q

: : : f

�

�

a

p

;a

p�1

:���a

1

:Q

f

P

Sinon, par hypoth�ese de r�e
urren
e, les termes �

i

sont A-�egaux �a des termes 
anoniques de la forme

�

i0

�

a

1

;Q

: : : �

i(p�1)

�

a

p

;a

p�1

:���a

1

:Q

�

ip

En utilisant les axiomes (a

j

"a

j�1

: � � � a

1

:Q)

f

, pour j dans [1; p℄ dans l'ordre des j 
roissants, on

obtient le terme

(f

�

(�

j0

)

j

) �

a

1

;Q

: : : (f

�

(�

j(p�1)

)

j

) �

a

p

;a

p�1

:���a

1

:Q

(f

P

�

ip

)

qui satisfait les 
onditions du lemme.

Lemme 4.12 L'ensemble des termes de A-
anoniques ne 
ontenant pas le symbole � est exa
tement

�egal �a la r�eunion de tous les ensembles T

�

P

6�

.

D�emonstration Un terme 
anonique de puissan
e � est dans tous les ensembles T

�

P

6�

. Un terme


anonique de puissan
e e�e
tive Q qui ne 
ontient pas le symbole � est de la forme

�

0

�

a

1

;Q

: : : �

p�1

�

a

p

;a

p�1

:���a

1

:Q

�

p

o�u p est �eventuellement nul. Pour 
haque i de [0; p� 1℄, le terme �

i

ne 
ontient que des symboles f

de puissan
e �, ses variables sont don
 dans V

�

. Si P est la puissan
e a

p

: � � �a

1

Q, Le terme �

p

, de

puissan
e P , ne 
ontient que des symboles f de puissan
e P don
 que des variables de puissan
e P .

Un terme A-�egal �a un terme 
anonique de puissan
e P a don
 �egalement ses variables dans V

�

\V

P

.

Ce qui montre l'in
lusion dire
te. L'in
lusion r�e
iproque est 
ontenue dans le lemme pr�e
�edent.

4.5.3 D�e
ompositions 
anoniques

De fa�
on g�en�erale, on peut d�e
omposer un terme en sous-termes. Cette d�e
omposition revient �a

marquer 
ertains n�uds d'un terme 
omme des fronti�eres. Nous utiliserons une d�e
omposition stable

par A-�egalit�e, en 
hoisissant les fronti�eres aux n�uds �, qui ne sont jamais 
hevau
h�es par des

appli
ations d'axiomes.

D�e�nition 4.5 L'ensemble des termes fronti�eres est d�e�ni 
omme le plus petit ensemble not�e T

f

v�eri�ant :

Si � est un terme fronti�ere, et si �

f

est une K-appli
ation de domaine �ni de V dans T

f

, alors

�[�

f

℄ est un terme fronti�ere.
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On appelle fronti�ere toute appli
ation �nie de V dans T

f

. On notera �

f

, �

f

et �

f

les termes fronti�eres

et �

f

, �

f

et �

f

les fronti�eres. Nous utilisons les mêmes notations D et I que pour les termes et

substitutions, pour d�esigner le domaine et l'image d'une fronti�ere. On notera simplement � au lieu

de �[℄. On dira que �[� 7! � ℄ est un terme mono-fronti�ere .

D�e�nition 4.6 On d�e�nit r�e
ursivement

� une op�eration de valuation �

f

de T

f

dans T par

�

f

(�[�

f

℄) = �(� 7! �

f

(��

f

))

�2D(�

f

)

Deux termes fronti�eres qui s'�evaluent sur le même terme sont dits �

f

-�egaux.

� l'A-�egalit�e de deux termes fronti�eres par

�[�

f

℄ =

A

� [�

f

℄ () � =

A

� ^D(�

f

) = D(�

f

) ^ 8� 2 D(�

f

); �[�

f

℄ = �[�

f

℄

� l'ensemble des variables frontali�eres d'un terme fronti�ere par

V (�[�

f

℄) = D(�

f

) [ V (I(�

f

))

Un terme fronti�ere est dit en dehors de W si V (�

f

) ne ren
ontre pas W .

� l'ensemble des termes d'un terme fronti�ere par

T (�[�

f

℄) = f�g [ T (I(�

f

))

� l'ensemble T

1

f

des termes fronti�eres lin�eaires

�[�

f

℄ 2 T

1

f

() 8� 2 D(�

f

); ^

(

9!u 2 O(�); �

=u

= �

��

f

2 T

1

f

D�e�nition 4.7 Si �[�

f

℄ est un terme fronti�ere et � une substitution qui n'inter
epte pas V (�

f

),

on d�e�nit r�e
ursivement la substitution de �[�

f

℄ par � par

�[�

f

℄� = ��[�

f

�℄

Proposition 4.13 Pour tout terme fronti�ere �

f

, et toute substitution � n'inter
eptant pas V (�

f

),

l'�evaluation de la substitution de �

f

par � est �egale �a la substitution de l'�evaluation de �

f

par �.

D�emonstration Par r�e
urren
e,

��(� 7! �

f

(��

f

�))

�2D(�)

;

est �egal �a

��(� 7! �

f

(��

f

)�)

�2D(�)

;

qui est lui-même �egal �a

�(� 7! �

f

(��

f

))

�2D(�)

�:

D�e�nition 4.8 Une �-d�e
omposition est un terme fronti�ere lin�eaire �[�

f

℄, tel que T (�

f

) soit in
lus

dans �(T

6�

), 
'est-�a-dire 
ompos�e uniquement de termes de la forme �(�), o�u � ne 
ontient pas le

symbole �. Une �-d�e
omposition de � est une �-d�e
omposition qui s'�evalue en �.
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Notation Pour tout terme � nous notons O

�

(�) (respe
tivement O

6�

(�)) l'ensemble des o

ur-

ren
es de � auxquelles �gure (respe
tivement ne �gure pas) un symbole �.

Proposition 4.14 Si �[�

f

℄ est une �-d�e
omposition de � , alors O

6�

(�) est le plus grand sous-

ensemble de O

6�

(�) 
ontenant tous ses pr�e�xes. De plus, pour toute o

urren
e u de O

�

(�), le terme

fronti�ere �

=u

�

f

est une �-d�e
omposition de �

=u

.

D�emonstration La d�emonstration est imm�ediate.

Proposition 4.15 Si deux termes fronti�eres �[�

f

℄ et � [�

f

℄ sont des �-d�e
ompositions s'�evaluant

sur un même terme �, alors il existe un renommage � des variables de D(�

f

) sur les variables de

D(�

f

) tel que �� et � soient �egaux et �

f

et ��

f

s'�evaluent sur une même substitution.

D�emonstration Soit � le terme sur lequel s'�evaluent �

f

et �

f

et O est le plus grand sous-ensemble

de O

6�

(�) 
ontenant tous ses pr�e�xes. Les termes � et � sont �egaux �a toutes les o

urren
es de O.

Les ensembles d'o

urren
es O

�

(�) et O

�

(�) sont don
 �egaux. Aux o

urren
es de 
et ensemble,

� a des variables toutes distin
tes, et � a �egalement des variables toutes distin
tes. On peut don



onstruire un renommage � tel que �� et � soient �egaux. Il est ensuite imm�ediat de v�eri�er que �

f

et ��

f

s'�evaluent sur une même substitution.

Remarque 4.11 Cette propri�et�e peut s'appliquer r�e
ursivement, et montre ainsi que la �-d�e
om-

position est d�e�nie �a des renommages pr�es des variables fronti�eres. Si l'on se restreint �a des termes �

f

tels qu'une variable de V (�

f

) n'apparaisse qu'une seule fois dans T (�

f

), que l'on pourrait quali�er

de super-lin�eaires, alors les renommages � introduits r�e
ursivement sont tous de domaines disjoints

et d'images disjointes, et se 
omposent en un renommage �. On peut alors d�e�nir le renommage

fronti�ere de � par � r�e
ursivement par

renom (�[�

f

℄; �) = ��(�

�1

(�) 7! renom (��

f

; �))

�2D(�

f

)

Une �-d�e
omposition super-lin�eaire est d�e�nie �a un renommage pr�es.

Proposition 4.16 Si deux termes fronti�eres �[�

f

℄ et � [�

f

℄ sont des �-d�e
ompositions s'�evaluant

sur deux termes A-�egaux, alors il existe un renommage � des variables de D(�

f

) sur les variables

de D(�

f

) tel que �� et � soient A-�egaux et �

f

et ��

f

s'�evaluent sur des substitutions A-�egales.

D�emonstration Il suÆt de le montrer pour une appli
ation d'axiome �a une o

urren
e u de �[�

f

℄.

Si u n'est pas une o

urren
e de �, alors � et � sont �egaux, et on peut 
on
lure par la propri�et�e

pr�e
�edente. Sinon on v�eri�e que l'axiome peut être �egalement appliqu�e �a �, 
e qui donne un terme

�

0

. Il est imm�ediat que �

0

[�

f

℄ est une �-d�e
omposition. Elle est A-�egale �a � [�

f

℄, et on peut 
on
lure

par la propri�et�e pr�e
�edente.

Remarque 4.12 Comme pr�e
�edemment, on peut appliquer 
ette propri�et�e r�e
ursivement. Deux �-

d�e
ompositions super-lin�eaires s'�evaluant sur deux termes A-�egaux et sont A-�egales �a un renommage

pr�es.

Proposition 4.17 Si �

f

est une �-d�e
omposition de � et si � est une substitution n'introduisant

pas de symbole �, et n'inter
eptant pas V (�

f

), alors �

f

� est une �-d�e
omposition de ��.

D�emonstration L'ensemble des termes 
omposant �

f

� est �egal �a l'ensemble des substitutions par

� des termes 
omposant �

f

.

Lemme 4.18 Si �

f

est une �-d�e
omposition d'un terme A-
anonique, alors pour tout terme � de

�

f

il n'existe qu'une seule puissan
e e�e
tive possible pour les variables de � .

D�emonstration Soit � la valuation de �

f

. Il existe un terme 
anonique �

0

A-�egal �a �. Soit �

0

f

une

d�e
omposition de 
e terme. Soit � un terme quel
onque de V (�

f

). Il est A-�egal par un renommage

� �a un terme �

0

de T (�

0

f

).

Ce terme 
ontient au plus le symbole � en tête. Lui ou son sous-terme dire
t est un terme


anonique ne 
ontenant pas de symbole � et est don
 dans un ensemble T

P

6�

pour une 
ertaine

puissan
e P . Cette puissan
e est la seule puissan
e possible autre que la puissan
e � pour les variables

de �

0

, et don
 �egalement de � qui lui est A-�egal �a un renommage pr�es.
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4.5.4 Majorants 
anoniques

Nous faisons maintenant le lien entre les expansions et les termes 
anoniques. Plus pr�e
is�ement, les

majorants 
anoniques seront les plus petits termes 
anoniques obtenus par expansion. Le lemme


i-dessous est te
hnique et sera utilis�e dans la preuve du lemme suivant.

Lemme 4.19 Pour toute partition (W

i

)

i2[1;p℄

d'ensembles de variables, il existe une A-plus petite

expansion

7

' v�eri�ant

8i 2 [1; p℄; 9P

i

2 IN; W

i

' � T

P

i

6�

Soit W la r�eunion

S

i2[1;p℄

W

i

, et P

i

la puissan
e maximale des variables de W

i

. Une solution est

de prendre pour ' une substitution de domaine W , asso
iant �a toute variable � de W

i

le terme

�

0

�

a

1

;Q

: : : �

(q�1)

�

a

q

;a

q�1

:���a

1

:Q

�

q

o�u Q est la puissan
e de �, la suite (a

i

)

i2[1;q℄

pr�esente les �etiquettes de P

i

nQ dans un ordre 
roissant,

et toutes les variables de (�

j

)

j2[0;q℄

sont prises en dehors de W et distin
tes deux �a deux.

D�emonstration Il est imm�ediat que la solution propos�ee 
onvient. Pour tout autre solution  , il

est fa
ile de 
onstruire une solution � qui lui soit A-�egale par 
omposition ave
 '. Les puissan
es

R

i

telles que W

i

� soit in
lus dans T

R

i

6�

majorent les puissan
es P

i


ar une expansion

7

rempla
e

toujours une variable par un terme 
ontenant une variable de puissan
e au moins �egale. L'expansion

 asso
ie don
 �a toute variable � de W un terme � de la forme

�

0

�

b

1

;Q

: : : �

(k�1)

�

b

k

;b

k�1

:���b

1

:Q

�

k

o�u la suite (b

i

)

i2[1;k℄

pr�esente les �etiquettes de R

i

n P . Il d�e
oule des in
lusions Q � P

i

� R

i

que

la suite (a

j

)

j2[1;q℄

est extraite de la suite (b

k

)

j2[1;k℄

. Par les axiomes de 
ommutativit�e �a gau
he,

nous pouvons r�earranger le terme � de telle fa�
on que la suite (a

i

)

j2[1;q℄

soit un pr�e�xe de la suite

(b

i

)

i2[1;k℄

. Il suÆt de prendre pour � la somme de toutes les substitutions (�

j

7! �

j

) pour j variant

dans [1; q � 1℄ et de la substitution

(�

q

7! �

q

: : :�

b

k

;b

k�1

:���b

1

:Q

�

k

);

� variant dans D( ).

Lemme 4.20 Pour tout terme � de T , il existe une plus petite expansion ' telle que �' soit A-


anonique.

D�emonstration Comme une expansion ' n'introduit pas de symbole �, une �-d�e
omposition de

�' est obtenue par substitution par ' d'une �-d�e
omposition �

f

de �. Par le 
orollaire pr�e
�edent,

il est n�e
essaire que toutes les variables d'un même terme de �

f

soit a�aiblies �a la même puissan
e.

Soit � la relation d'�equivalen
e d�e�nie sur l'ensemble (V n V

�

)(�) par

� � � () 9� 2 T (�

f

); � 2 (V n V

�

)(�) ^ � 2 (V n V

�

)(�)

La re
her
he d'une expansion minimale se ram�ene don
 au lemme pr�e
�edent pour la partition en-

gendr�ee par �.

D�e�nition 4.9 L'expansion ' est appel�e une majoration 
anonique de �, et �' est appel�e un

majorant 
anonique de �.

Les majorations 
anoniques sont des expansions. On peut don
 leur appliquer le 
orollaire 4.10

7

On peut rempla
er expansion par substitution s'il l'on est assur�e qu'une substitution ne peut rempla
er une

variable que par un terme ayant au moins une variable de puissan
e sup�erieure ou �egale. Nous utiliserons 
ette

remarque 
i-apr�es dans un 
as parti
ulier o�u 
es 
onditions seront v�eri��ees.
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4.5.5 Un 
as d'�e
he


Si U est uni�
ande, on peut essayer de fermer le diagramme

U

�

����! :

 

����! :

'

?

?

y

�

�

�

�

�

�

?

U

00

�

����! :

�

����! :

o�u � et � sont des uni�
ateurs prin
ipaux et les expansions sont des majorations 
anoniques

8

. Ce

n'est pas possible en g�en�eral 
omme le montre l'exemple suivant dans la th�eorie simplement tou�ue :

f(a� �; �)

:

= f(a; �)

(� 7! a)

����������!

T

0

6�

f(a; �)

:

= f(a; �)

(� 7! 
 � Æ)

?

?

y

T

1

6�

.

�

�

�

�

�

�

f(a� �; 
 � Æ)

:

= f(a; 
 � Æ)

(� 7! a)

����������!

T

1

6�

f(a; 
 � Æ)

:

= f(a; 
 � Æ)

Ce 
ontre-exemple remet en 
ause l'espoir de munir l'ensemble des termes A-
anoniques d'une

op�eration de sup du moins 
omme majoration de l'op�eration de sup dans T . Il est en e�et imm�ediat

d'�etendre le diagramme pr�e
�edent pour montrer que 
ette op�eration ne serait pas asso
iative.

Le probl�eme provient des axiomes (a#P )




pour les 
onstantes 
. Ces axiomes ne font pas inter-

venir de variables, et nous parlerons d'axiomes 
onstants. Si l'on voit les alg�ebres tou�ues 
omme

des stru
tures de donn�ees paresseuses, une expansion revient �a demander un 
al
ul suppl�ementaire,

qui sera mis en m�emoire dans la stru
ture. Ce 
al
ul s'exprime en g�en�eral par le rempla
ement d'une

variable de puissan
e P par la liaison d'une variable de puissan
e � ave
 une variable de puissan
e

a:P . C'est une op�eration de substitution irr�eversible. Mais un axiome 
onstant permet �egalement une

expansion sans qu'il y ait substitution de variable. L'axiome est alors r�eversible, et l'interpr�etation

pr�e
�edente de l'expansion 
omme mise en m�emoire d'un 
al
ul suppl�ementaire n'a plus de sens.

Nous montrons dans la partie suivante qu'en l'absen
e d'axiome 
onstant, les r�esultats pr�e
�edents

peuvent être aÆn�es, et que l'ensemble des termes A-
anoniques poss�ede une op�eration de sup. S'il

existe des axiomes 
onstants (a#P )




, on peut toujours for
er l'arit�e de 
 et se ramener au 
as

pr�e
�edent. Les variables suppl�ementaires rendent irr�eversible l'op�eration d'expansion. Une autre

solution est de 
her
her une forme 
anonique en autorisant l'op�eration inverse de l'expansion.

4.5.6 Une op�eration de sup en l'absen
e d'axiome 
onstant

Hypoth�ese Nous supposons qu'au
un symbole f d'arit�e nulle n'intervient dans un axiome (a#P )

f

.

Le lemme 4.19 s'�enon
e alors pour des substitutions quel
onques. En e�et, il n'�etait que n�e
essaire

de se limiter �a des substitutions envoyant toute variable de puissan
e P sur un terme ayant au moins

des variables de puissan
es sup�erieures o�u �egales �a P .

Lemme 4.21 Pour toute partition (W

i

)

i2[1;p℄

d'ensembles de variables prot�eg�ees par W , il existe

une plus petite substitution ' v�eri�ant

8i 2 [1; p℄; 9P

i

2 IN; W

i

' � T

P

i

6�

Le lemme 4.20 devient

Lemme 4.22 Une majoration de � est plus petite que toute substitution � telle �� soit A-
anonique.

8

A la di��eren
e du diagramme de th�eor�eme 10, qui lui se referme !
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D�emonstration Dans un premier temps, nous supposons que la substitution n'introduit pas de

variables �. Une �-d�e
omposition de �� est obtenue par substitution par � d'une �-d�e
omposition

de �. On peut don
 raisonner 
omme dans le lemme 4.20 mais en utilisant le lemme plus puissant


i-dessus et montrer que la même expansion 
onvient.

Si � introduit des symboles �, alors on peut 
onstruire une substitution � plus petite que �

�� = ��[�

w

=w℄

w2O

�

(��)

;

o�u toutes les variables �

w

introduites sont distin
tes et prises en dehors de � et de �. ll est imm�ediat

que � satisfait les 
onditions du lemme. Elle est par 
onstru
tion plus petite que �.

On en d�eduit le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 11 Soit U un uni�
ande, � une solution prin
ipale de U et ' une majoration 
anonique

de U . Si � est une solution prin
ipale de U',  une majoration 
anonique de U� et � une majoration


anonique de U'�, alors � et '�� sont A-�egales sur U �a un renommage pr�es.

D�emonstration L'existen
e de � est assur�ee par le 
orollaire 4.10. La substitution � est une

majoration de U , elle est don
 plus grande par une substitution � que '. La substitution � uni�e

U', elle est don
 plus grande par une substitution �

0

que �. La substitution �

0

est une majoration

de U'�, elle est don
 plus grande par une substitution �

00

que �. En r�esum�e,

U

�

����! :

'

?

?

y

 

?

?

y

: ����!

�

:

�

?

?

y

�

�

�

�

�

�

: ����!

�

0

:

�

?

?

y

�

�

�

�

�

�

: ����!

�

00

:

modulo A-�egalit�e, 
e qui prouve

'�� <

A

� :

R�e
iproquement, '� est une solution de U don
 plus petite par une substitution � que �. Comme

�� est une majoration de U�, elle est plus petite par une substitution �

0

que  . En r�esum�e,

U

�

����! :

 

����! :

'

?

?

y

?

?

y

� :

?

?

y

�

0

:

�

����! :

�

����! :

modulo A-�egalit�e, 
e qui prouve

� <

A

'��:

Sous l'hypoth�ese qu'il n'y ait pas d'axiome 
onstant, il existe une op�eration d'uni�
ation sur les

termes A-
anoniques 
ompatible ave
 l'uni�
ation dans T . Nous en obtenons un algorithme par


omposition de l'algorithme d'uni�
ation dans T ave
 un algorithme de 
al
ul de la majoration


anonique. Il serait fa
ile d'introduire l'expansion dans les syst�emes de multi-�equations 
omme une

op�eration d'A-extension.
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4.5.7 Formes 
anoniques

Nous reprenons le 
as d'�e
he
 
i-dessus. Les majorants 
anoniques ne 
ommutent pas ave
 le sup.

Pourtant, le th�eor�eme 10 montre que les expansions 
ommutent

9

ave
 le sup. Pour rem�edier au


ontre-exemple 
i-dessus, une solution 
onsiste �a autoriser l'op�eration inverse de l'expansion.

Le premier but de 
ette partie est de montrer qu'il existe pour tout terme � un plus petit terme

� s'expansant en �. Nous appellerons 
ontra
tion de �, un terme � dont � soit une expansion. Nous

obtiendrons le r�esultat en montrant que la relation de 
ontra
tion est 
on
uente. Nous avons pour


ela besoin d'examiner plus en d�etail les relations entre les termes A-�egaux. Nous avons montr�e dans

la partie pr�e
�edente que les axiomes ne pouvaient pas traverser les symboles �. Nous allons montrer

que l'ordre d'apparition des symboles tou�us est 
onserv�e par A-�egalit�e.

La d�e�nition suivante est te
hnique, on pourra s'aider de l'exemple de la �gure 4.4.

D�e�nition 4.10 Soit R la propri�et�e d�e�nie sur T � V � P � V par R(�; �; a; �) si :

1. � et � apparaissent exa
tement une fois dans �.

2. Il existe trois 
hemins u, v et w appel�es respe
tivement point de ren
ontre, 
hemin droit et


hemin gau
he, et un symbole �

a;P

tels que

� Les 
hemins (u(�

a;P

; 1)v) et (u(�

a;P

; 2)w) soient dans � et les variables � et � se trouvent

au bout de 
es 
hemins respe
tifs.

� Les 
hemins v et w ne 
ontiennent pas le symbole �.

� Le sous-
hemin extrait de w en ne gardant que les dire
tions form�ees de symboles tou�us

est �egal au 
hemin v.

α
β

f

g

g

f

@

@
@

x1

x2

x0 y1

y4

y3

y2

y0
u

Figure 4.4: Point de ren
ontre

Proposition 4.23 Soit � un terme et � et � deux variables tels que R(�; �; a; �). Si � est un terme

A-�egal �a � alors R(�; �; a; �).

D�emonstration Supposons R(�; �; a; �). Consid�erons l'appli
ation d'un axiome �a une o

urren
e

u

0

. Les variables sont 
onserv�ees par A-�egalit�e, elles apparaissent don
 exa
tement une fois dans � .

Nous nous 
ontentons de donner le point de ren
ontre, le 
hemin droit et le 
hemin gau
he du terme

� en fon
tion du terme �.

� Si u

0

est disjoint de u ou s'il est pr�e�xe de u et tel que le suÆxe le rendant �egal �a u soit

de longueur au moins 2, le terme �

=u

n'est pas modi��e. Le point de ren
ontre est modi��e

par l'appli
ation de l'axiome, mais le symbole au point de ren
ontre et les 
hemins droits et

gau
hes sont in
hang�es.

9

Il ne s'agit pas de la 
ommutation des substitutions mais de la 
ommutation du diagramme ; en parti
ulier toutes

les substitutions sont di��erentes.
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� Si u est de la forme u

0

z, et l'axiome est (a"P )

f

, alors le 
hemin droit et le 
hemin gau
he

dans � sont obtenus par l'ajout du pr�e�xe (f; z) �a 
ha
un des 
hemins 
orrespondant dans �.

L'�etiquette du symbole au point de ren
ontre est in
hang�ee.

� Si u est de la forme u

0

z, et l'axiome est (b"a#R)

�

, alors le 
hemin droit est in
hang�e et le


hemin gau
he dans � est obtenu par l'ajout du pr�e�xe (�

a;R

; 2) au 
hemin gau
he dans �.

L'�etiquette du symbole au point de ren
ontre est in
hang�ee.

� Si u

0

est �egale �a u, il s'agit en fait d'une transformation inverse d'un des deux 
as pr�e
�edents.

� Si u

0

est suÆxe de u et pr�e�xe de u(�

a;P

; 2)w, le 
hemin droit est in
hang�e et le 
hemin gau
he

est obtenu par �e
hange des dire
tions j et j + 1 (et r�eajustement des sortes des symboles de


es dire
tions).

� L'appli
ation d'un axiome �a une o

urren
e suÆxe de u et pr�e�xe de u(�

a;P

; 1)v n'est pas

possible.

� La seule possibilit�e restante est une appli
ation d'axiome �a une o

urren
e du sous-terme �

=u

qui ne se trouve pas sur les 
hemins gau
hes et droits. Elle ne modi�e pas 
eux-
i, ni le point

de ren
ontre.

Lemme 4.24 Soit � un terme et � et � deux variables. Si R(�; �; a; �), alors � est A-�egal �a un

terme 
ontenant le sous-terme

10

��

a;P

�.

D�emonstration Nous le montrons par r�e
urren
e sur la longueur du 
hemin droit. Soit u le point

de ren
ontre dans �. Si le symbole �a l'o

urren
e u2 est un symbole �

b;a:P

, on peut appliquer

l'axiome (a"b#P )

�

. Si le symbole �a l'o

urren
e u2 est un symbole de C, 
'est n�e
essairement le

même symbole f qu'�a l'o

urren
e u1. On peut appliquer un axiome (a#P )

f

. Dans les deux 
as, on

obtient un terme � satisfaisant la propri�et�e R(�; �; a; �) et dont le 
hemin droit est �egal au 
hemin

droit de � moins la premi�ere dire
tion. Sinon, �

=u2

est une variable, 
'est don
 �. N�e
essairement

�

=u1

est �egalement une variable et 
e ne peut être que �.

Lemme 4.25 Soit �, �

0

, �, �

0

et �

00


inq variables distin
tes, � un terme 
ontenant �.

Si R(�(� 7! �

0

�

a;Q

�

00

); �; a; �

0

); alors R(�; �; a; �

0

).

D�emonstration Le sous-terme �

0

�

a;Q

�

00

est n�e
essairement en dehors des 
hemins de � pour le


ouple (�; �

0

). Ces 
hemins ne sont don
 pas alt�er�es par le renommage.

Lemme 4.26 Soit �, �, �

0

et �

00

quatre variables distin
tes, � un terme 
ontenant �.

Si R(�(� 7! �

0

�

a;Q

�

00

); �; a; �

00

), alors R(�; �; a; �).

D�emonstration Le 
hemin droit de � est 
elui de �(� 7! �

0

�

a;Q

�

00

) duquel on a enlev�e le dernier

�el�ement, le point de ren
ontre et le 
hemin gau
he sont in
hang�es.

Lemme 4.27 Soit � un terme et (�

i

)

i2[1;p℄

une suite de p variables et (�

i

)

i2[1;p℄

une suite de p

variables toutes disjointes. Si R(�; �

i

; a

i

; �

i

) pour tout i de [1; p℄, alors � est A-�egal �a un terme


ontenant tous les sous-termes (�

i

�

a

i

;P

i

�

i

)

i2[1;p℄

.

D�emonstration Par r�e
urren
e sur p. C'est �evident pour p nul. Pour montrer la propri�et�e pour p+1,

on applique le lemme pour p. Soit � le terme obtenu en rempla�
ant tous les termes (�

i

�

a

i

;P

i

�

i

)

i2[1;p℄

par des variables (


i

)

i2[1;p℄

distin
tes deux �a deux et prises en dehors �. Par le lemme 4.25 nous avons

la propri�et�e R(�; �

p+1

; a

p+1

; �

p+1

) et on peut don
 appliquer le lemme 4.24 pour faire apparâ�tre le

terme �

p+1

�

a

p+1

;P

p+1

�

p+1

. Le terme obtenu � est A-�egal �a � , don
 le terme �(


i

7! �

i

�

a

i

;P

i

�

i

)

i2[1;p℄

est A-�egal �a � et a la forme d�esir�ee.

10

P est d�etermin�e de fa�
on unique par la puissan
e de �.
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Lemme 4.28 Soit � et � deux termes. S'il existe une �-expansion '� de � et une �-expansion  �

de � telles que �'� et � � soient A-�egales, alors il existe une terme � et deux �-expansions '

0

�

0

et

 

0

�

0

de � telles que '

0

�

0

'� et  

0

�

0

 � soient A-�egales.

:

'�

 ���� �

 �

x

?

?

x

?

?

'

0

�

0

�  ����

 

0

�

0

�

modulo A-�egalit�e.

D�emonstration Nous le montrons d'abord pour des petites expansions (� 7! �

0

�

a;P

�

00

) et (� 7!

�

0

�

b;Q

�

00

). Notons �

0

et �

0

les termes �(� 7! �

0

�

a;P

�

00

) et �(� 7! �

0

�

b;Q

�

00

).

Soit n le nombre d'o

urren
es de �

00

dans �

0

, soit (�

0

i

�

a;P

�

00

i

)

i2[1;n℄

une suite de termes tous

disjoints et disjoints de �

0

, isomorphes �a �

0

�

a;P

�

00

. Soit �

00

le terme obtenu en rempla�
ant les i-�emes

o

urren
es de 
 dans � par les termes �

0

i

�

a;P

�

00

i

. L'�egalit�e de �

0

et �

0

se prouve par une suite

d'appli
ations d'axiomes 
onduisant de �

0

�a �

0

. Si nous appliquons 
ette même suite d'axiomes �a

�

00

, nous obtenons un terme �

00

qui est �egal �a � au renommage pr�es des variables �

0

i

et �

00

i

en �

0

et

�

00

. En parti
ulier �

00

est de la forme �(� 7! �

0

�

b;Q

�

00

). Pour tout i de [1; n℄, on a R(�

00

; �

0

i

; a

i

�

00

i

)

don
 �egalement R(�(� 7! �

0

�

b;Q

�

00

); �

0

i

; a

i

; �

00

i

), 
ar les deux termes sont A-�egaux.

Si �

00

et �

00

sont distin
tes, on est assur�e de la propri�et�eR(�; �

0

i

; �

00

i

) par le lemme 4.25. Il d�e
oule

du lemme 4.27 que � est A-�egal �a un terme de la forme �

0

(�

i

7! �

0

i

�

a;P

�

00

i

)

i2[1;n℄

. En remontant

toute la 
hâ�ne, on obtient que �

0

est A-�egal au terme �

0

(�

i

7! �)

i2[1;n℄

' . Les substitutions ' et

 
ommutent, il suÆt de prendre �

0

(�

i

7! �)

i2[1;n℄

pour �, et  pour '

0

et ' pour  

0

.

Si �

00

et �

00

sont identiques, si �

0

et �

0

sont �egalement identiques, il suÆt de prendre un

renommage pour � et l'identit�e pour '

0

,  

0

et �, sinon on obtient les propri�et�es R(�; �

0

i

; �

i

) par

le lemme 4.26. Il d�e
oule du lemme 4.27 que � est A-�egal �a un terme de la forme �

0

(�

i

7!

�

0

i

�

a;P

�

i

)

i2[1;n℄

. En remontant toute la 
hâ�ne, on obtient que �

0

est A-�egal au terme �

0

(�

i

7!

�)

i2[1;n℄

(� 7! �

0

�

a;P

�

0

�

b;a:Q

�

00

). Il suÆt de prendre �

0

(� 7! �

i

)

i2[1;n℄

pour �, (� 7! �

0

�

a;P

�)

pour  

0

et (� 7! �

0

�

b;P

�) pour '

0

.

Lorsque � et � sont identiques, on se ram�ene au 
as pr�e
�edent en 
omposant  et ' ave
 des

renommages.

Si les expansions ne sont pas petites, elles se d�e
omposent en des suites de petites �-expansions.

Il suÆt de r�ep�eter le pro
essus 
i-dessus 
omme pour la d�emonstration de la propri�et�e 4.9.

Th�eor�eme 12 Pour tout terme �, il existe un A-plus petit terme � tel que � en soit une �-

expansion.

D�emonstration Il suÆt d'utiliser le lemme pr�e
�edent. Une 
ontra
tion fait d�e
rô�tre le nombre de

variables. Lorsque 
elui-
i est minimal, les 
ontra
tions sont A-�egales, �a un renommage pr�es.

La plus petite 
ontra
tion d'un terme est \plus petite", 
e qui 
orrespond �a une repr�esentation

plus 
ompa
te, mais elle n'est pas vraiment plus simple que le terme de d�epart, dans le sens o�u elle

n'est pas plus 
anonique. Le 
al
ul d'une plus petite 
ontra
tion est �evidemment d�e
idable, 
ar les


ontra
tions potentielles sont form�ees de variables de � et sont don
 en nombre �ni.

D�e�nition 4.11 On appelle forme 
anonique d'un terme �, un majorant 
anonique d'une plus

petite 
ontra
tion de �.

Th�eor�eme 13 Soit U un uni�
ande et U

0

son minorant 
anonique. L'uni�
ande U admet des

solutions si et seulement si U

0

admet des solutions. Si � est un uni�
ateur prin
ipal de U et � un

uni�
ateur prin
ipal de U

0

, alors U� et U

0

� ont un même uni�
ande 
anonique.

D�emonstration Ce th�eor�eme d�e
oule dire
tement du th�eor�eme 10.

Remarque 4.13 Ce r�esultat a d'abord un int�erêt th�eorique. Il permet �egalement de pr�e
iser la

stru
ture des alg�ebres tou�ues. En pratique nous nous 
ontenterons des majorants 
anoniques. Le


al
ul du minorant 
anonique semble 
oûteux, bien que nous n'ayons pas vraiment 
her
h�e un

algorithme eÆ
a
e.
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4.6 Une solution g�en�erale

4.6.1 Pr�esentation

Nous d�evelopperons 
ette partie dans l'alg�ebre tou�ue �a brins �etiquet�es. Nous reprenons la formu-

lation dans K-ML, en parti
ulier la même alg�ebre de types, mais sur laquelle nous 
onstruisons la

th�eorie tou�ue. Les sortes de base sont f�eld; 
ag; usualg. Nous en prenons une in�nit�e de

hh


opies

ii

.

Les symboles sont :

! : usual

�

P


 usual

�

P

) usual

�

P

� : �eld

;

) usual

0

� : �eld

a


 �eld

a:P

) �eld

P

: : 
ag

P


 usual

P

) �eld

P

pr�esent : 
ag

P

absent : 
ag

P

f 2 C

0

n f!g : usual

�

P


 : : : usual

�

P

| {z }

%(f)

) usual

�

P

Nous appellerons �ML le langage K-A-ML d�e�ni au 
hapitre 3 muni des primitives 
i-dessus et de la

th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es. Nous nous dispenserons de l'�e
riture des puissan
es des symboles,


elles-
i pouvant être synth�etis�ees. Nous noterons a : � ; � au lieu de ��

a

�.

Par exemple a : � ; (b : � ; 
) ou plus simplement a : � ; b : � ; 
 pour ��

a

� �

b




Les primitives du langage ML sont de type de la sorte usual. Les primitives sur les objets

enregistrements sont :

null : � (

absent:�

)

extra
t

a

: � (a : pr�esent:� ; ')! �

forget

a

: � (a : ' ;  )! � (a : absent:� ;  )

new

a

: � (a : ' ;  )! �! � (a : ":� ;  )

Nous �etendons la syntaxe du langage par

fg � null

f

r with a= x

g � new

a

r x

f

a

1

= x

1

; : : : a

n

= x

n
g � ff

a

1

= x

1

; : : : a

n�1

= x

n�1
g with a

n

= x

n

g

r:a � extra
t

a

r

f

r without a

g � forget

a

r

Le plongement du syst�eme �ML dans le syst�eme K-A-ML pour la th�eorie tou�ue permet d'�enon
er

le th�eor�eme suivant qui est le r�esultat prin
ipal de 
ette th�ese.

Th�eor�eme 14 Le typage dans le syst�eme �ML est d�e
idable. Toute expression typable poss�ede un

type prin
ipal.

Remarque 4.14 Nous sugg�erons dans l'implantation l'utilisation des majorants 
anoniques pour

montrer �a l'utilisateur une information �a la fois partielle, pertinente et lisible. Mais nous n'avons

pas implant�e l'agorithme.

En revan
he le 
oût des minorants 
anoniques ne justi�e pas leur utilisation. D'un point de vue

th�eorique, il serait int�eressant d'in
lure l'�-expansion dans la relation d'instan
e. Cette extension

semble ne poser au
une diÆ
ult�e. Le type prin
ipal serait alors d�e�ni �a �-expansion pr�es.

4.6.2 Quelques exemples

Tous les types des exemples de 
e 
hapitre ont �et�e g�en�er�es automatiquement �a partir de l'implantation

d�e
rite dans l'annexe C. Nous 
ommen�
ons par les exemples tr�es simples, puis nous montrerons les

limites du syst�eme de typage.

Un enregistrement tr�es simple,

> let 
ar = {speed = 200; old = true};;


ar : {speed : 'u.num; old : 'v.bool; abs.'a}
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peut être �etendu ave
 un nouveau 
hamp par :

> let mine = {
ar with registration = "172 RK 92"};;

mine :

{registration : 'u.string; speed : 'v.num; old : 'w.bool; abs.'a}

Cela n'ex
lut pas le 
as o�u le 
hamp �etendu est d�ej�a pr�esent :

> let side
ar = {
ar with old = "yes"};;

side
ar : {old : 'u.string; speed : 'v.num; abs.'a}

Nous utiliserons la fon
tion

> let 
hoi
e x y = if true then x else y;;


hoi
e : 'a -> 'a -> 'a

pour 
ontraindre les types de deux objets �a être 
ompatibles. Cela s
h�ematise par exemple le 
as o�u

les deux objets x et y sont deux �el�ements d'une même liste. L'enregistrement 
ar pr�e
�edent peut

don
 se m�elanger ave
 un enregistrement n'ayant qu'un seul 
hamp

> 
hoi
e 
ar {old = false};;

it : {speed : abs.num; old : 'u.bool; abs.'a}

Le synth�etiseur de types a gard�e la tra
e des types qui ont travers�e un 
hamp. Cela �evite l'�etrange


omportement du langage Amber [8℄ qui r�eussit �a typer la phrase

> 
hoi
e (
hoi
e {speed = 20} {speed = 10; old = true}) {speed = 5; old = false};;

it : {speed : 'u.num; old : abs.bool; abs.'a}

mais �e
houe ave
 la phrase

> 
hoi
e {speed = 20} (
hoi
e {speed = 10; old = true} {speed = 5; old = false});;

it : {speed : 'u.num; old : abs.bool; abs.'a}


e qui est plutôt surprenant ! Le fait de ne pas pouvoir oublier la tra
e des valeurs ayant s�ejourn�e

dans les 
hamps peut sembler une sûret�e suppl�ementaire qui empê
he l'utilisateur de m�elanger des


hamps qui n'ont au
un point 
ommun. C'est en fait une importante faiblesse du syst�eme de typage

que nous dis
uterons plus loin.

La 
onstru
tion without permet d'oublier un 
hamp expli
itement,

> {
ar without old};;

it : {old : abs.'a; speed : 'u.num; abs.'b}

A la di��eren
e d'un oubli impli
ite, la tra
e du type ayant s�ejourn�e dans le 
hamp 
orrespondant est

e�a
�ee, 
e qui permet don
 de 
ontourner le probl�eme 
i-dessus. Ce n'est pas une v�eritable solution,


ar l'utilisateur a dû indiquer expli
itement le 
hamp �a e�a
er au synth�etiseur, 
e qui n'est plus

vraiment de la synth�ese ! On peut voir les propri�et�es isolantes du without sur l'exemple qui suit.

Nous rappelons que la 
onstru
tion fun x -> M n'est qu'une autre �e
riture de �x:M .

> fun 
ar bus -> 
hoi
e {
ar without old} {bus without old};;

it : {old : 'p; 'q} -> {old : 'r; 'q} -> {old : abs.'a; 'q}

Dans 
et oubli expli
ite le 
hamp old du r�esultat est absent et ne se souvient plus des types des

valeurs y ayant s�ejourn�e. Une fon
tion d'extra
tion est de la forme

> let speed 
ar = 
ar.speed;;

speed : {speed : pre.'a; 'p} -> 'a

ou par �ltrage

> fun {speed = v; old = very} -> if very then 50 else v;;

it : {speed : pre.num; old : pre.bool; 'p} -> num

La se
onde faiblesse du syst�eme de typage est due �a la non g�en�eri
it�e des valeurs li�ees par un

lambda. Par exemple nous �e
houons ave
 l'expression

> fun 
ar -> if 
ar.old then {speed = 50} else 
ar;;

Type
he
king error: 
ollision between pre and abs
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bien que nous puissions typer le programme

> let 
ar = {speed = 200; old = true} in if 
ar.old then {speed = 50} else 
ar;;

it : {speed : 'u.num; old : abs.bool; abs.'a}

Cette restri
tion n'est pas due �a la fa�
on de typer les enregistrements, mais elle est inh�erente au

polymorphisme de ML qui s'arrête aux fronti�eres de l'abstra
tion. Nous pouvons reproduire 
ette

situation dans le noyau du langage ; le programme

#fun f -> if f 1 then f 1 else f();;

n'est pas typable, alors que le programme tr�es voisin

#let f _ = true in if f 1 then f 1 else f();;

l'est, bien sûr. Ce 
ontre-exemple pourrait être 
ontourn�e en rempla�
ant l'abstra
tion par une liaison,

mais 
ela n'est �evidemment pas toujours possible.

Voi
i un exemple qui illustre la possiblit�e de mettre des annotations sur des stru
tures de donn�ees

et de 
al
uler la pr�esen
e de 
es annotations par le typage. Nous le r�ealisons dans l'environnement

enri
hi

hh

prelude

ii

.

> type tree ('u) = Leaf of num

> | Nod of {left: pre.tree ('u); right: pre.tree ('u);

> annot: 'u.num; abs.unit}

> ;;

New 
onstru
tors de
lared:

Nod : {left : pre.tree ('u); right : pre.tree ('u); annot :

'u.num; abs.unit}

-> tree ('u)

Leaf : num -> tree ('u)

La variable 'u indique la pr�esen
e de l'annotation annot. Par exemple elle est absente dans la

stru
ture

> let virgin = 'Nod {left = 'Leaf 1; right = 'Leaf 2 };;

virgin : tree (abs)

La fon
tion suivante annote une stru
ture.

> let re
 annotation =

> fun
tion

> Leaf n -> 'Leaf n, n

> | Nod {left = r; right = s} ->

> let (r,p) = annotation r in

> let (s,q) = annotation s in

> 'Nod {left = r; right = s; annot = p+q}, p+q

> ;;

annotation : tree ('u) -> tree ('v) * num

>

> let annotate = fst o annotation

> ;;

annotate : tree ('u) -> tree ('v)

Elle transforme don
 la stru
ture virgin en une stru
ture annot�ee.

> let 
onsumed = annotate virgin;;


onsumed : tree ('u)

La fon
tion read d�e�nie par

> let read =

> fun
tion

> 'Leaf n -> n

> | 'Nod r -> r.annot
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> ;;

read : tree (pre) -> num

peut être appliqu�ee �a 
onsumed mais pas �a virgin.

> read virgin;;

Type
he
king error: 
ollision between pre and abs

> read 
onsumed;;

it : num

Cependant, la fon
tion

> let re
 left =

> fun
tion

> 'Leaf n -> n

> | 'Nod r -> left (r.left)

> ;;

left : tree ('u) -> num

peut être appliqu�ee indi��eremment �a virgin ou 
onsumed.

> left virgin;;

it : num

> left 
onsumed;;

it : num

4.6.3 Une solution �a la 
arte

Nous avons introduit deux formes de polymorphisme. Nous 
r�eons l'enregistrement

X = fa= 1 ; b= trueg

ave
 beau
oup de polymorphisme. D'une part 
haque 
hamp pr�esent est typ�e par une variable de la

sorte 
ag, d'autre part le mod�ele des 
hamps absents poss�ede une variable � de la sorte usual,

X : � (

a : ":num ; b : "

0

:bool ; absent:�

):

La fon
tion d'extra
tion du 
hamp a

�r:(r:a) : � (a : pr�esent:� ; ')! �

est �egalement polymorphe, sur la valeur du 
hamp � qu'elle extrait, mais aussi sur le mod�ele '. Ainsi

l'extra
tion du 
hamp a �a l'enregistrement pr�e
�edent r�eussit doublement. En e�et on peut utiliser le

polymorphisme de l'enregistrement qui permet d'oublier des 
hamps ou bien le polymorphisme de la

fon
tion d'extra
tion qui permet d'extraire un 
hamp en pr�esen
e �eventuellement d'autres 
hamps.

Le polymorphisme des enregistrements est inhabituel, 
ar un enregistrement est syst�ematiquement

un objet polymorphe. En g�en�eral le polymorphisme est r�eserv�e aux fon
tions et les valeurs 
onstru-

ites sont monomorphes. On pourra 
ependant 
omparer le ph�enom�ene pr�e
�edent ave
 la 
onstru
tion

d'une liste vide qui fabrique un objet de type list(�) en ML.

Il est fa
ile de donner une version du typage des objets enregistrements o�u 
e ph�enom�ene ne se

produit pas. Les enregistrements seront monomorphes, la 
ontrepartie est qu'il ne sera plus possible

de m�elanger deux enregistrements d�e�nis sur des ensembles de 
hamps di��erents. Une solution

imm�ediate est d'a�aiblir les types pr�e
�edents, mais on peut �egalement simpli�er la stru
ture des

types et se dispenser de la sorte 
ag.

! : usual

�

P


 usual

�

P

) usual

�

P

� : �eld

;

) usual

0

� : �eld

a


 �eld

a:P

) �eld

P

pr�esent : usual

P


 �eld

P

absent : �eld

P

f 2 C

0

n f!g : usual

�

P


 : : : usual

�

P

| {z }

%(f)

) usual

�

P
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On typera les primitives de la fa�
on suivante :

null : � (

absent

)

extra
t

a

: � (a : pr�esent(�) ; ')! �

forget

a

: � (a : ' ;  )! � (a : absent ;  )

new

a

: � (a : ' ;  )! �! � (a : pr�esent(�) ;  )

Si nous appelons �ML

0

le langage K-A-ML muni des primitives 
i-dessus, alors le langage �ML

0

est

une restri
tion du langage �ML, 
'est-�a-dire que toute expression typable dans �ML

0

est typable

dans �ML. Cela se montrerait en introduisant le langage interm�ediaire �ML

00

obtenu en 
onservant

la signature de �ML, mais en rempla�
ant toutes les o

urren
es de termes absent:� par absent:


dans les d�e
larations des primitives o�u 
 est une 
onstante arbitraire. Les d�e
larations obtenues sont

moins polymorphes que 
elles de �ML, il est don
 imm�ediat que K-ML

00

est une restri
tion de K-ML.

Si 
 est une 
onstante qui n'appartient pas au langage des types de K-ML

00

, alors les 
onstantes 


et absent n'apparaissent que simultan�ement et seulement dans l'expression absent:
 ; on peut alors

rempla
er toutes les o

urren
es de 
ette expression par une nouvelle 
onstante absent

0

.

Dans 
e langage les enregistrements ne sont plus polymorphes. La d�e
laration suivante dans le

syst�eme �ML :

> let speedy = {speed = 200};;

speedy : {speed : 'u.num; abs.'a}

devient dans le syst�eme �ML

0

:

> let ra
e
ar = {speed = 300};;

ra
e
ar : {speed : Pre (num); Abs}

Soit l'enregistrement

> let 
ar = {speed = 300; old = false};;


ar : {speed : Pre (num); Abs}

et la fon
tion d'extra
tion du 
hamp speed d�e�nie par

> let speed 
ar = 
ar.speed;;

speed : {speed : Pre ('a); 'p} -> 'a

Nous pouvons en
ore extraire les 
hamps de ra
e
ar et 
ar ave
 la même fon
tion speed,

> speed ra
e
ar, speed 
ar;;

it : num * num

gr�a
e au polymorphisme de la fon
tion speed. En revan
he nous ne pouvons plus e�e
tuer l'op�eration

> fun speed -> speed ra
e
ar, speed 
ar;;

it : ({speed : Pre (num); Abs} -> 'a) -> 'a * 'a

les enregistrements n'�etant plus polymorphes.

D'autres variantes du syst�eme �ML sont possibles. Comme expliqu�e 
i-dessus, l'e�et pr�e
�edent

pouvait être simplement obtenu en a�aiblissant le type des primitives new

a


omme suit :

new

a

: � (a : ' ;  )! �! � (a : pr�esent:� ;  )

Ave
 
e syst�eme, l'expression x 
i-dessus se typerait par :

> let ra
e
ar = {speed = 300};;

ra
e
ar : {speed : abs.num; abs.'a}

Le 
odage permet �egalement le renommage des 
hamps. Une primitive e�e
tuant 
ette op�eration

serait typ�ee par

rename

a b

: � (a : ' ; b :  ; �)! � (a : absent:� ; b : ' ; �)
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le 
hamp renomm�e n'�etant alors plus a

essible. En fait l'op�eration plus �el�ementaire serait

ex
hange

a$b

: � (a : ' ; b :  ; �)! � (a :  ; b : ' ; �)

qui permet de retrouver rename

a b


omme la 
omposition

forget

a

Æ ex
hange

a$b

:

Le le
teur imaginera bien d'autres primitives tr�es utiles. Bien sûr, une des diÆ
ult�es pour toutes


es primitives non 
lassiques reste de les 
ompiler eÆ
a
ement.



Con
lusion

Sur les outils utilis�es

Un outil universel

Les uni�
andes permettent de bien exprimer le partage, de d�e
rire les simpli�
ations de fa�
on mi
ro-

s
opique, et d'en s�eparer le 
ontrôle. En pr�esentant un probl�eme d'uni�
ation 
omme un probl�eme

g�en�eral, nous avons pu utiliser les uni�
andes dans des situations tr�es di��erentes.

En parti
ulier, nous avons ajout�e aux multi-�equations hi�erar
his�ees des 
ontraintes (degr�es de

propagation et de r�ealisation) qui ont permis un 
al
ul in
r�emental de l'�equilibrage d'un syst�eme

hi�erar
his�e. Puis nous avons m�elang�e 
es multi-�equations aux relations de typage, et extrait des r�egles

de typage de (ML

h

) un ensemble de simpli�
ations de 
es uni�
andes 
onduisant �a un algorithme

eÆ
a
e.

Des alg�ebres en
ore tou�ues

Les alg�ebres tou�ues ont �et�e introduites par n�e
essit�e, mais nous utilisons tr�es peu de leur puis-

san
e dans le 
odage des objets enregistrements. La g�en�eralisation aux alg�ebres !-tou�ues �a brins

�etiquet�ees �etait naturelle sans que l'on n'en 
onnaisse 
ependant d'appli
ation r�eelle.

Les th�eories tou�ues sont des exemples non usuels de th�eories syntaxiques. Les �equations de


ommutativit�e gau
he produisent en g�en�eral des disjon
tions. Leur restri
tion par les sortes 
onduit

�a une th�eorie dans laquelle l'uni�
ation est unitaire. Les �equations de 
ommutativit�e m�ediane, seules,


onduisent �a une th�eorie non syntaxique ; dans la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es, leurs restri
tions

dra
onienne par des sortes permet d'avoir une th�eorie syntaxique dans laquelle l'uni�
ation est

unitaire.

Nous pensons que les th�eories tou�ues ont d'autres appli
ations que le simple 
odage des types

enregistrements. Les �equations tou�ues ont permis d'e�e
tuer le 
lonage des mod�eles des types

des enregistrements. Auraient-elles une appli
ation dans le typage de ML en 
onsid�erant les types

g�en�eriques 
omme des tou�es ? Les syst�emes de types 
onjon
tifs n'ont pas la propri�et�e de type

prin
ipal ; il faut, pour l'obtenir, leur ajouter une op�eration d'expansion qui ressemble beau
oup au


lonage. Cette op�eration peut-elle être enti�erement 
aptur�ee par l'ajout d'�equations tou�ues ? Ces

questions restent �a approfondir.

Sur les extensions du langage

Davantage de polymorphisme?

La solution propos�ee est une extension naturelle de ML, mais elle est limit�ee par la puissan
e de

son polymorphisme. L'am�elioration de 
ette solution passe par l'augmentation du polymorphisme

de ML. Une fa�
on de permettre �a l'in
lusion de traverser les lambda-abstra
tions est d'ajouter

des relations d'in
lusion stru
turelle de types. L'in
lusion est alors obtenue par la 
ontravarian
e

des relations d'in
lusion par rapport aux types 
�e
hes. En �etendant l'in
lusion stru
turelle �a de

l'in
lusion plus g�en�erale, on pourrait utiliser le 
odage �ML

0

, plus naturel, qui permettrait d'oublier

le type des 
hamps en même temps que leur pr�esen
e.

Il reste don
 �a montrer que l'in
lusion peut 
ohabiter ave
 les th�eories tou�ues. D'un point de vue

pratique, il faudra �egalement s'assurer de l'eÆ
a
it�e des algorithmes de synth�ese de types obtenus,

notamment dans le 
as o�u les arbres rationnels sont admis.
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Une autre fa�
on d'augmenter le polymorphisme de ML est de lui ajouter des types 
onjon
tifs

restreints de telle sorte que la synth�ese reste d�e
idable . . . et eÆ
a
e ! On pourra �egalement �etudier

un syst�eme ave
 des types d'ordre sup�erieur qui seraient partiellement synth�etis�es.

Un peu de r�e
ursion

Dans tout 
e travail, nous n'avons 
onsid�er�e que des arbres �nis. Or le 
as des arbres rationnels

est tr�es important pour les appli
ations �a l'h�eritage o�u l'on utilise abondamment les 
onstru
tions

r�e
ursives [61℄, mais aussi pour appliquer la th�eorie tou�ue au typage des objets sommes pour lesquels

la r�e
ursion est essentielle [52℄. Les termes r�e
ursifs ont �et�e �etudi�es dans la th�eorie vide [27, 42, 15℄,

mais en g�en�eral ils se m�elangent mal �a une th�eorie �equationnelle. Les th�eories tou�ues sont si

r�eguli�eres que nous esp�erons pouvoir les �etendre ave
 des arbres rationnels. L'ajout des types r�e
ursifs

�a ML peut poser d'autres probl�emes que 
elui de la synth�ese de types qu'il 
onviendra d'�etudier.

Et si on sortait les sortes ?

Dans le 
odage des enregistrements, nous utilisons abondamment les sortes. Elles permettent de

s�eparer les variables de drapeaux des variables de types usuelles. Les puissan
es, qui sont une autre

forme de sortes empê
hent l'apparition de tou�es d�eg�en�er�ees qui se 
ontiendraient elles-mêmes et

assurent la terminaison du pro
essus de simpli�
ation. Dans le syst�eme hi�erar
hique, les degr�es, qui

auraient pu être formalis�es par des sortes ordonn�ees, �eliminent toutes les substitutions qui n'ob�eissent

pas �a la hi�erar
hie. D'autres extensions r�e
entes de ML sont �egalement bas�ees sur des termes sort�es :

les 
lasses de types de Haskell en e�e
tuent impli
itement un 
odage [2℄. Le typage du langage

Ma
hiavelli pr�esent�e dans [48℄ repose sur une restri
tion des domaines des substitutions.

Ces exemples sont-ils en
ourageants 
ar ils montrent que l'ajout de stru
ture aux expressions

de types permet un typage plus pr�e
is, ou d�esesp�erants 
ar ils ne font qu'exploiter au maximum la

stru
ture de premier ordre, sans jamais en augmenter la puissan
e ?

Sur l'h�eritage

Nous proposons une solution simple et eÆ
a
e au 
odage des objets enregistrements et nous pensons

l'�etendre tr�es pro
hainement ave
 des types r�e
ursifs. Ce langage sera une formulation 
ompl�ete des

r�esultats �enon
�es dans [52℄ et pourra servir de base �a un 
odage des 
lasses ave
 h�eritage [61℄.

D'autres solutions �a l'h�eritage ont �egalement �et�e propos�ees [49℄. Nous esp�erons que le langage ML

en permettant des possibilit�es de programmation objet sans pour autant exiger des d�e
larations de

types retrouvera l'attrait que des langages plus puissants risquaient de lui voler.

Car ML a montr�e que son polymorphisme �etait bien souvent suÆsant, et il existera toujours des

appli
ations o�u la 
onvivialit�e d'un langage ave
 synth�ese des stru
tures de donn�ees primera sur la

puissan
e permise par un typage expli
ite.



Annexe A

Alg�ebres !-tou�ues

Cette annexe d�e
rit la 
onstru
tion d'une alg�ebre !-tou�ue simple. On montre que la th�eorie asso
i�ee

est syntaxique. On d�e
rira la 
onstru
tion d'une alg�ebre !-tou�ue �a brins �etiquet�es, mais on ne mon-

trera pas qu'elle est syntaxique. Nous ne voyons pas de probl�eme parti
ulier �a 
ette d�emonstration

sinon des diÆ
ult�es de notations et la multipli
it�e des 
ombinaisons. Un outil automatique pourrait

être une aide pr�e
ieuse.

Cette partie n'a pas �a 
e jour d'appli
ation pratique, mais sa pr�esentation montre la g�en�eralit�e

des alg�ebres tou�ues. En e�et dans 
es alg�ebres, les tou�es pourront �egalement 
ontenir des tou�es

et 
ela r�e
ursivement �a une profondeur arbitraire, 
e qui �eliminera la distin
tion entre les brins

primitifs et les brins extraits. La multipli
it�e des indi
es ne doit pas tromper : Ceux-
i pourraient

être 
al
ul�es de fa�
on automatique, et l'ensemble des termes purs est toujours tr�es simple. Comme

dans les deux th�eories pr�e
�edentes, les indi
es interdisent la formations de 
y
les �a l'int�erieur des

tou�es et assurent la terminaison.
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A.1 Constru
tion de l'alg�ebre !-tou�ue simple

Nous reprenons l'ensemble IN des entiers 
ompl�et�es par �. Soit W l'ensemble des suites �nies

d'�el�ements de IN . Nous les �etendons en des appli
ations de IN

IN

en les 
ompl�etant par une in�nit�e

de z�eros. Nous identi�ons la suite vide ave
 �. Nous notons juj la longueur de la suite u 
'est-�a-dire

le plus grand entier k tel que u

k

soit non nul. On utilisera l'ordre partiel � sur 
es mots, produit

in�ni de l'ordre sur IN , d�e�ni par

u � v () (8k 2 IN; u

k

< v

k

)

Nous noterons n̂ le su

esseur de n pour n dans IN .

Notation La suite u dans laquelle les i

k

-�emes �el�ements sont rempla
�es par x

k

pour k dans [1; q℄,

est not�ee

�

�

�

�

�

i

1

x

1

.

.

.

i

q

x

q

�

�

�

�

�

u

On 
onsid�erera �egalement des suites marqu�ees, 
'est-�a-dire munies de fon
tions partielles de domaine

une partie �nie de IN dans un ensemble de marques a priori arbitraire. Par exemple la suite umarqu�ee

par

8

>

<

>

:

i

1

7! m

1

.

.

.

i

q

7! m

q

sera repr�esent�ee par

�

�

�

�

�

m

1

i

1

.

.

.

m

q

i

q

�

�

�

�

�

Un �el�ement i marqu�e par � peut �egalement être red�e�ni �a une valeur x. On �e
rira alors

j

�i x

j

au lieu de

j

�i

j

Nous 
onsid�erons initialement un alphabet C et un ensemble de variables V sign�es sur un ensemble

K, et l'alg�ebre T (V ; C). Nous prenons W pour ensemble de puissan
es. Pour 
haque mot u de W ,

� Nous notons �

u

le 
ouple (�; u).

� �a 
haque symbole f de C de signature �, nous asso
ions un symbole

1

b


u

f

de signature �

u

.

� Une 
opie V

u

de V de puissan
e (u).

Et pour 
haque sorte � de K,

� nous 
r�eons la famille des symboles lieurs (�i)

u

�

de signature

(

i 0

)

u


 (

i û

i

)

u

) (

i

)

u

;

� et un symbole passif (�i)

u

�

de signature (

i 1

)

u

) (

i 0

)

u

.

Nous notons respe
tivement K

0

, C

0

et V

0

les r�eunions de toutes les sortes, symboles et variables.

L'alg�ebre !-tou�ue sur T est l'alg�ebre libre T

0

(C

0

;V

0

) sign�ee sur K

0

munie des axiomes de dis-

tributivit�e

b

i x




u

f

(�

i

d

�i x

e

u

�

i

)

i2[1;p℄

:

=

�

b

i 0




u

f

(�

i

)

i2[1;p℄

�

d

�i x

e

u

�

b

i x̂




u

f

(�

i

)

i2[1;p℄

�

("i)

u

f

et des axiomes de 
ommutativit�e m�ediane

�

�

l

�i x

j 0

m

u

�

� l

i x

�j y

m

u

�




l

�i x

j ŷ

m

u

Æ

�

:

=

�

�

l

i 0

�j y

m

u




� l

�i x

j y

m

u

�

�

l

i x̂

�j y

m

u

Æ

�

("i; #j)

u

�

1

Nous noterons b 
 pour les symboles tou�us et d e pour les symboles lieurs, 
ela permettra de pla
er les indi
es �a

l'int�erieur des symboles.
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Exemple A.1 Le terme

(

�i

)

u

�

�

� d

�i 1

e

u

(

�j

)

u

�

�

�

l

i 1

�j 1

m

u




��

est un terme !-tou�u.

A.2 Etude de la th�eorie !-tou�ue

Lemme A.1 La th�eorie !-tou�ue est r�esolvante.

D�emonstration Nous utilisons �a nouveau le lemme 2.38 et son 
orollaire 2.39. Il suÆt d'adapter

le s
h�ema de la d�emonstration de la partie pr�e
�edente. Nous 
onsid�ererons les ensembles T

u

des

termes form�es uniquement ave
 l'ensemble

[

v�u

i<jvj

fb


v

f

; d

�i

e

v

g

des symboles de puissan
e (v) plus petit que (u).

Sur 
es ensembles, nous d�e�nissons la taille �

u

d'un terme en a�e
tant un poids

p+ 2 �

X

v

k

6=0

u

k

� v

k

+ Card fk 2 [1; juj℄ j v

k

= 0g

aux symboles b


u

f

d'arit�e p et un poids 1 �a tous les autres symboles en parti
ulier les symboles �.

La taille �

u

est 
onserv�ee par A-�egalit�e pour tout mot u.

Les 
onditions h

1

et h

3

sont satisfaites. Nous v�eri�ons que

�����!

R;(�)

�

Æ

�����!

S;(k)

�

k2IN

����!

T;(�)

�

H

�

����!

(..

�

)

Æ

���!

(�)

�

����!

(..

�

)

par 
as sur les axiomes utilis�es.

Pour all�eger l'�e
riture, nous omettrons un 
ertain nombre de param�etres d�e�nis par d�efaut. La

suite de base dans toutes les notations est par d�efaut u sauf �eventuellement pour les �el�ements de

rangs i, j et k ; nous pr�e
iserons alors leurs valeurs, si elles sont modi��ees, toujours dans 
et ordre.

Le symbole en indi
e d'une suite non marqu�ee est par d�efaut f , 
elui d'une suite marqu�ee est �, les

symboles en indi
es des axiomes sont f pour une seule marque, et � pour une double marque.

Exemple A.2

l

x

�y

m

signi�e

l

i x

�j y

m

u

�

et ("i)

f

est la r�egle ("i)

u

.

Le fait que les symboles � soient marqu�es est essentiel, 
ar 
ela limite �enorm�ement les en-


hâ�nement possibles d'axiomes.

Si S est vide, la position des marques aux o

urren
es (�) et (.) for
e R et T �a être inverse l'un

de l'autre. Ils s'annulent don
. Consid�erons les 
as o�u S n'est pas vide.

Si R est un axiome ("i)

f

alors S est form�ee d'axiomes ("j)

f

�a toutes les o

urren
es (.) et T

est un axiome ("i; #j)

�

. Nous avons alors le diagramme suivant :

j

x

y

k��

�

i

l

�x

0

m

�

i

� l

x

�y

m �




i

l

�x

ŷ

m

Æ

i

��

(�)

%.

�j

x

0

k�

�

i

l

�x

0

m

�

i

�� l

x

�y

m �j

x

ŷ

k�




i

l

�x

ŷ

m

Æ

i

��

x

y

(1)(2)

��j

0

0

k

�

i

� l

�x

0

m �j

x̂

0

k

�

i

�� l

x

�y

m ��j

0

ŷ

k




i

� l

�x

ŷ

m �j

x̂

ŷ

k

Æ

i

��

(�)

-&

��j

0

0

k

�

i

� l

0

�y

m �j

0

ŷ

k




i

�� l

�x

y

m ��j

x̂

0

k

�

i

� l

x̂

�y

m �j

x̂

ŷ

k

Æ

i

��
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qui est �equivalent �a :

j

x

y

k��

�

i

l

�x

0

m

�

i

� l

x

�y

m �




i

l

�x

ŷ

m

Æ

i

��

-&

(i)

i2[1;p℄

j

x

y

k��

�

i

l

0

�y

m




i

� l

�x

y

m �

�

i

l

x̂

�y

m

Æ

i

��

(�)

x

y

�j

0

y

k�

�

i

l

0

�y

m




i

�� l

�x

y

m �j

x̂

y

k�

�

i

l

x̂

�y

m

Æ

i

��

%.

(1)(2)

��j

0

0

k

�

i

� l

0

�y

m �j

0

ŷ

k




i

�� l

�x

y

m ��j

x̂

0

k

�

i

� l

x̂

�y

m �j

x̂

ŷ

k

Æ

i

��

Si R est un axiome (#i)

f

, alors T est n�e
essairement un axiome ("i)

f

. Il faut au moins une

appli
ation d'un axiome (#i; "j)

�

�a toutes les o

urren
es (.) pour que T ait un sens. Le diagramme

est le même que pr�e
�edemment mais doit être lu en diagonale.

Si R est un axiome ("i; #j)

�

, alors si T est un axiome (f) on se retrouve par image miroir dans

un 
as d�ej�a trait�e. Sinon T est un axiome (#j; "k)

�

et S est 
ompos�e d'axiomes ("k

0

; #j

0

)

�

aux

o

urren
es (1) et (2). Les 
ontraintes sur les marques imposent que k = k

0

et j = j

0

et que 
ha
une

des deux o

urren
es soit transformn�ee. Nous omettons les feuilles dans le diagramme suivant, 
e

qui n'introduit au
une ambiguit�e, 
ar les 
ontraintes de puissan
es ne permettent de les repla
er

que d'une seule fa�
on.

��

0

0

�z

� �

0

�y

z

� �

0

ŷ

�z

�� �

�x

y

z

�

 &

x̂

0

�z

' &

x̂

�y

z

' &

x̂

ŷ

�z

'!

(�)

%. -&

(1)(2)

 

�

0

0

�z

� �

�x

0

z

�

&

x̂

0

�z

'!

�

x

�y

z

�

 

�

0

ŷ

�z

� �

�x

ŷ

z

�

&

x̂

ŷ

�z

'!  &

0

�y

0

'

�

0

y

�z

�

&

0

�y

ẑ

'!

�

�x

y

z

�

 &

x̂

�y

0

' &

x̂

y

�z

' &

x̂

�y

ẑ

'!

(1)(2)

x

y

x

y

(�)

��

�x

0

0

� �

x

0

�z

� �

�x

0

ẑ

�� �

x

�y

z

� ��

�x

ŷ

0

� �

x

ŷ

�z

� �

�x

ŷ

ẑ

��

 &

0

�y

0

'

�

�x

y

0

�

&

x̂

�y

0

'!

�

x

y

�z

�

 &

0

�y

ẑ

'

�

�x

y

ẑ

�

&

x̂

�y

ẑ

'!

(�)

-& %.

(2)

��

�x

0

0

� �

x

�y

0

� �

�x

ŷ

0

�� �

x

y

�z

� ��

�x

0

ẑ

� �

x

�y

ẑ

� �

�x

ŷ

ẑ

��

Nous avons envisag�e tous les diagrammes minimaux de h

2

.

Comme pour tous les 
ouples (f

0

; h

0

) de symboles homog�enes, les ensembles A(f

0

; g

0

) sont au

plus des singletons, on peut don
 �enon
er le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 15 La th�eorie !-tou�ue est syntaxique.

La g�en�eralisation et la fusion sont stables dans les ensembles H

u

et y font d�e
rô�tre la taille �

u

.

Ce qui assure la terminaison du pro
essus de fusion-g�en�eralisation. La th�eorie est �egalement stri
te

et l'uni�
ation y est unitaire, don
 il existe un algorithme d'uni�
ation pour la th�eorie !-tou�ue.

L'alg�ebre !-tou�ue revient �a introduire dans les termes de premier ordre des tuples in�nis

r�eguliers �a l'in�ni ave
 un niveau d'imbri
ation quel
onque. Du point de vue des termes autoris�es le


ontru
teur de 
es tuples � se 
omporte don
 
omme un symbole ordinaire. Nous donnons 
i-dessous

les �equations de l'�alg�ebre !-tou�ue �a brins �etiquett�es qui 
onsistent �a superposer les deux alg�ebres

pr�e
�edentes.

A.3 Alg�ebre !-tou�ue �a brins �etiquett�es

Soit L un ensemble d�enombrable d'�etiquettes. Nous prendrons maintenant pour W l'ensemble des

suites �nies �a valeur dans

�

P que nous 
ompl�etons en une appli
ation

�

P

IN

en ajoutant une in�nit�e
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de �. Nous identi�ons la suite vide ave
 �. La taille d'une suite est la somme des 
ardinaux de ses

�el�ements. L'ordre partiel � sur 
es mots, est le produit in�ni de l'ordre d'in
lusion sur les ensembles,


'est-�a-dire u � v si et seulement si u

k

� v

k

pour tout entier k.

Nous 
onsid�erons initialement un alphabet C et un ensemble de variables V sign�es sur un ensemble

K, et l'alg�ebre T (V ; C). Pour 
haque puissaan
e de W ,

� �a 
haque symbole f de C de signature �, nous asso
ions un symbole b


u

f

de signature �

u

.

� nous introduisons une 
opie V

u

de V de puissan
e (u).

Et pour 
haque sorte � de K,

� nous 
r�eons la famille des symboles lieurs (a � i)

u

�

de signature

(

i 0

)

u


 (

i a:u

k

)

u

) (

i u

k

)

u

� un symbole passif (�i)

u

�

de signature (

i ;

)

u

) (

i 0

)

u

.

Nous notons respe
tivement K

0

, C

0

et V

0

les r�eunions de toutes les sortes, symboles variables et.

D�e�nition A.1 L'alg�ebre !-tou�ue �a brins �etiquet�es sur T est l'alg�ebre libre T

0

(C

0

;V

0

) sign�ee sur

K

0

munie des axiomes

�

i P

�

u

f

�

�

i

�

�i P

�

u

�

i

�

i2[1;p℄

:

=

 

�

i 0

�

u

f

(�

i

)

i2[1;p℄

!

�

�i P

�

u

 

�

i a:P

�

u

f

(�

i

)

i2[1;p℄

!

(a"i)

f

� da�i Pe

u

(� db�i a:Pe

u


)

:

= � db�i Pe

u

(� da�i b:Pe

u


) (a; b � i)

�

�

�

l

a�i P

j 0

m

u

�

�

l

i P

a�j Q

m

u

�




l

a�i P

j b:Q

m

u

Æ

�

:

=

�

�

l

i 0

b�j Q

m

u




�

l

a�i P

j Q

m

u

�

�

l

i a:P

b�j Q

m

u

Æ

�

(a"i; b#j)

�

; i 6

:

= j

Exemple A.3 Nous utilisons la notation simpli��ee des types enregistrements et nous laissons les

sortes et les puissan
es impli
ites. Soit � le terme �(�(�)). On obtient le terme � en extrayant le

brin a de la tou�e externe puis le brin b de la tou�e extraite :

�(a : �(b : �

ab

; �

b1

) ; ��

11

)

Inversement, le terme � est obtenu en extrayant le brin b de la tou�e interne, puis le brin a de la

tou�e externe :

�(a : �(b : 


ab

; 


b1

) ; �(b : 


a1

; 


11

))

Si l'on forme �

0

en extrayant le brin b de �

11

, on obtient

�(a : �(b : �

ab

; �

b1

) ; �(b : �

b1

; �

0

11

))

qui est �egal par l'�equation de distributivit�e m�ediane au terme � �a un renommage pr�es.

Nous ne ferons pas l'�etude de 
ette th�eorie.
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Annexe B

Une maquette simple, rapide et


ompl�ete

Cette annexe d�e
rit une implantation d'un algorithme de synth�ese de types. Elle est ind�ependante,

mais utilise essentiellement le vo
abulaire et les r�esultats des 
hapitres 2 et 3. Tous les programmes

sont ex�e
utables dans le langage CAML, version 2-6, dans leur ordre d'apparition

1

. Ils forment une

maquette de synth�etiseur de types pour un noyau du langage ML. On trouvera

� Une grammaire pour les expressions de type. Elle est bien sûr �e
rite en CAML sous la forme

d'un analyseur syntaxique r�eversible. On en obtiendra don
 un imprimeur de fa�
on automa-

tique. Cette grammaire produit une repr�esentation super�
ielle des expressions de type. Elle

est a

ompagn�ee de fon
tions de transformation entre la repr�esentation super�
ielle des ex-

pressions de types et leur repr�esentation profonde.

� Une des
ription de la repr�esentation 
hoisie pour les stru
tures de donn�ees et des fon
tions

imm�ediates de normalisation de 
es stru
tures.

� Le 
�ur du syst�eme, �a savoir les fon
tions

{ simplify qui r�eduit par 
ollision, d�e
omposition et fusion un syst�eme de multi-�equations,

{ 
he
k_order qui v�eri�e que l'ordre de liaison d'un syst�eme de multi-�equations est stri
t,

{ balan
e_at et balan
e_all qui �equilibrent un syst�eme de multi-�equations et e�e
tuent

la g�en�eralisation,

{ instan
e qui 
al
ule une instan
e d'un syst�eme de multi-�equations g�en�eriques.

� Une stru
ture de donn�ee pour les expressions du langage. Une stru
ture enri
hie ave
 des

pointeurs arri�ere des variables vers leur o

urren
e liante et ave
 des empla
ements r�eserv�es

pour les annotations de typage. L'environnement de typage sera 
od�e dire
tement dans les

expressions enri
hies.

� La fon
tion type du 
hapitre 3 appliqu�ee aux stru
tures de donn�ees pr�esentes.

� Une grammaire irr�eversible pour les expressions du langage. Nous n'aurons don
 pas d'autre

imprimeur pour 
es expressions que 
elui de leur syntaxe abstraite super�
ielle.

� Un environnememt d'intera
tion ave
 l'utilisateur.

B.1 Repr�esentation des types

B.1.1 Syntaxe abstraite super�
ielle des expressions de types

La syntaxe abstraite super�
ielle des expressions de types est d�e�nie par le type 
on
ret suivant :

1

Les programmes �e
rits ave
 une marge droite d�e
al�ee et en plus petits 
ara
t�eres sont des illustrations ou des

exemples mais ne font pas partie de l'algorithme.

117
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type Texpr

= Tvar of string

| Tarrow of Texpr * Texpr

| Tpair of Texpr * Texpr

| Tsymbol of string

| Twith of Texpr * (Texpr * Texpr) list;;

B.1.2 Grammaire des expressions de types

Nous utiliserons la syntaxe 
on
r�ete suivante pour �e
rire des expressions de type.

grammar for values Texpr =

rule entry Texpr =

parse [<hv 0> Type u; \-; Equations E℄ -> Twith(u,E)

| Type u -> u

and Equations =

parse [<v 1> [<hov 2> "with"; Equation e℄;

( * (parse \-; [<hov 1> "and"; Equation e℄ -> e)) E ℄ -> e::E

and Equation =

parse -; "'"; Ident v; -; "="; -; Type u -> Tvar v,u

and Type =

parse [ Type1 u; \-; "->"; \-; Type v ℄ -> Tarrow(u,v)

| Type1 u -> u

and Type1 =

parse [ Type1 u; \-; "*"; \-; Type1 v ℄ -> Tpair(u,v)

| Type0 u -> u

and Type0 =

parse Ident 
 -> Tsymbol 


| "'"; Ident v -> Tvar v

| "("; Type u; ")" -> u;;

let parse_Texpr = (Texpr "Texpr").Parse_raw;;

B.1.3 Imprimeur des expressions de types

Cette grammaire est inversible et permet de produire automatiquement un imprimeur de types

�a partir de leur syntaxe abstraite super�
ielle. L'indentation est obtenue gr�a
e aux annotations

d'impression mises �a 
et e�et dans la grammaire.

printer Texpr =

delimitor "\""

rule entry Texpr =

print Twith (u,E) -> [<hv>Type u; \-; Equations E℄

| u -> Type u

and Equations =

print e::E

-> [<v 1>[<hov 2>Literal "with"; Equation e℄;

* (print e -> \-; [<hov 1>Literal "and"; Equation e℄) E℄

and Equation =

print (Tvar v,u)
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-> -; Literal "'"; IDENT v; -; Literal "="; -; Type u

and Type =

print Tarrow (u,v) -> [Type1 u; \-; Literal "->"; \-; Type v℄

| u -> Type1 u

and Type1 =

print Tpair (u,v) -> [Type1 u; \-; Literal "*"; \-; Type1 v℄

| u -> Type0 u

and Type0 =

print Tsymbol 
 -> IDENT 


| Tvar v -> Literal "'"; IDENT v

| u -> Literal "("; Type u; Literal ")"

;;

let print_Texpr = Texpr;;

B.2 Repr�esentation interne des types

B.2.1 Multi-�equations, variables, et types : une repr�esentation uniforme

La stru
ture de donn�ee fondamentale est 
elle de syst�eme de multi-�equations dans la th�eorie hi�erar
hique.

A�n de pouvoir e�e
tuer le 
al
ul des fon
tions hi�erar
hiques de fa�
on in
r�ementale, nous utiliserons

des syst�emes 
ontraints. En fait, seulement les syst�emes 
ontraints 
ompl�etement d�e
ompos�es au-

ront une stru
ture de donn�ee �x�ee. Les syst�emes non 
ompl�etement d�e
ompos�es sont des 
ontraintes

d'uni�
ations qui attendent d'être r�esolues. Ce sont don
 des objets �eph�em�eres, qui sont maintenus

dans diverses stru
tures, paires ou listes essentiellement, ou bien dire
tement dans l'environnement

d'ex�e
ution.

Les syst�emes 
ontraints 
ompl�etement d�e
ompos�es 
ontiennent des multi-�equations de la forme

�

1

:

= : : :

:

= �

p

:

= � # p " q (1)

A�n de garantir qu'une variable soit au moins dans une multi-�equation du syst�eme, la 
r�eation

d'une variable sera a

ompagn�ee de la 
r�eation d'une multi-�equation r�eduite �a 
ette seule variable.

On pourra don
 toujours identi�er une variable et la multi-�equation ave
 laquelle elle a �et�e 
r�e�ee.

type variable == multi_equation

La stru
ture d'une multi-�equation est

and multi_equation = {name: num ; mutable state: state}

o�u le 
hamp name identi�e totalement la multi-�equation. Lors d'une fusion, deux multi-�equations

sont transform�ees en une seule. L'une des deux multi-�equations devra don
 mourir. Le 
hamp state

indique si une multi-�equation est vivante ou morte.

and state = Alive of baby

| Dead of multi_equation

Une multi-�equation morte pointe vers la multi-�equation qui l'a tu�ee par fusion. Par 
ontre, la partie

variable d'une multi-�equation ne meurt jamais. Ume multi-�equation morte ne peut plus être in-

terpr�et�ee que 
omme une variable, qui appartient �a la multi-�equation vivante ayant fusionn�ee ave


elle. Si l'on voulait manipuler des syst�emes non 
ompl�etement d�e
ompos�es, on devrait rempla
er la

d�e�nition pr�e
�edente par

and state = Alive of baby

| Dead of term * multi_equation



120 ANNEXE B. UNE MAQUETTE SIMPLE, RAPIDE ET COMPL

�

ETE

Nous pr�e
isons plus loin la stru
ture des termes. Une multi-�equation vivante 
ontient l'information

suivante

and baby = {term: term; mutable down: num ; mutable up: num

; mutable mark: num}

Les 
hamps down et up 
ontiennent les �etats de propagation et de r�ealisation. Le 
hamp mark

sera utilis�e pour tra
er son 
hemin lors des visites r�e
ursives du syst�eme de multi-�equations. Le


hamp terme 
ontient le terme �. Nous nous ram�enerons toujours �a des termes � de hauteur un, en

g�en�eralisant �eventuellement les multi-�equations.

and term = Var

| Term of symbol * variable list

Rappelons qu'une variable est repr�esent�ee par la multi-�equation, �eventuellement morte, ave
 laquelle

elle est n�ee. Un symbole est simplement un identi�
ateur muni d'une information d'impression.

and symbol = {ni
kname: num; print: Texpr list -> Texpr}

En fait, une multi-�equation vivante doit être interpr�et�ee 
omme le multi-ensemble de toutes les multi-

�equations mortes (
'est-�a-dire les variables) qui pointent vers elles, et du terme qu'elle 
ontient. Par

exemple, nous pouvons 
r�eer deux multi-�equations r�eduites �a des variables a et b par

let a = {name = 1; state = Alive {term = Var; down = 3; up = 4; mark=0}};;

let b = {name = 2; state = Alive {term = Var; down = 1; up = 2; mark=0}};;

puis les fusionner en la stru
ture

{name 1 =

Dead {name = 2; state = Alive {term = Var; down = 1; up = 4; mark=0}};;

qui repr�esente la multi-�equation a

:

= b # 1 " 2.

Les multi-�equations peuvent �egalement être utilis�ees pour repr�esenter les types de la fa�
on suiv-

ante. A une multi-�equation e on asso
ie le sous-syst�eme N des multi-�equations qui lui sont li�ees. Si

N admet une pr�e-solution [N ℄, alors on asso
ie �a e le terme �[N ℄ o�u � est la variable repr�esent�ee

par e. Nous terminons don
 la d�e
laration pr�e
�edente par

and Type = multi_equation;;

Nous r�esumons 
i-dessous la stru
ture de donn�ee des multi-�equations, des variables et des types.

type Type == multi_equation

and variable == multi_equation

and multi_equation

= {name: num ; mutable state: state}

and state = Alive of baby

| Dead of multi_equation

and baby = {term: term; mutable down: num ; mutable up: num;

mutable mark: num}

and term = Var

| Term of symbol * variable list

and symbol = {ni
kname: num; print: Texpr list -> Texpr};;
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B.2.2 La bô�te �a outils

Une multi-�equation peut avoir �et�e tu�ee par une multi-�equation ayant �a son tour �et�e tu�ee. La fon
tion

devil se 
harge d'�eliminer les en
hâ�nements de 
adavres. Elle retourne la multi-�equation vivante

au bout de la 
hâ�ne. Elle sera don
 utilis�ee 
haque fois que l'on voudra a

�eder �a la multi-�equation

vivante 
ontenant une variable.

let re
 devil u =

mat
h u.state

with Dead v -> let v = devil v in u.state <- Dead v;v

| _ -> u;;

On utilisera �egalement la fon
tion baby qui v�eri�e qu'une �equation est vivante et rend sa vie, ainsi

que l'abr�eviation baby_devil.

let baby =

fun
tion

Alive baby -> baby

| monster -> raise failure "baby";;

let baby_devil u = baby (devil u).state;;

Les symboles utilis�es dans 
ette maquette sont la 
�e
he, la paire, et les symboles d'arit�e nulle. Dans


ette version, il ne sera pas possible d'en d�e�nir de nouveaux.

let arrow = {ni
kname = 0; print = (fun
tion u::v::_ -> Tarrow(u,v))}

and pair = {ni
kname = 1; print = (fun
tion u::v::_ -> Tpair(u,v))}

and unit = {ni
kname = 2; print = (fun
tion _ -> Tsymbol "unit")}

and num = {ni
kname = 3; print = (fun
tion _ -> Tsymbol "num")}

and bool = {ni
kname = 4; print = (fun
tion _ -> Tsymbol "bool")};;

Il n'y a jamais qu'un seul syst�eme a
tif �a la fois ; 
haque transformation le rempla
e par un nouveau

de fa�
on irr�eversible. Ses multi-�equations sont toujours tri�ees en fon
tion de leur �etat de r�ealisation.

let a
tive_system = ref ([|[℄|℄: multi_equation list ve
t);;

let last_variable = ref 0;;

let new_variable (u, n) =

let v = {name = in
r last_variable;

state = Alive {term = u; down = n; up = n; mark = 0}} in

(!a
tive_system).(n) <- v::((!a
tive_system).(n)); v;;

Nous utiliserons une grammaire 
onstruisant des programmes pour 
r�eer de nouvelles multi-�equa-

tions, des variables ou des types.

grammar for programs Type =

rule entry Type =

parse Term u; "["; 
aml n; "℄" -> new_variable (u, n)

| Type0 u -> u

and Type0 =

parse "^"; 
aml0 u -> u

| "("; Type u ; ")" -> u

and Term =

parse -> Var

| Type0 u; "->"; Type0 v -> Term (arrow,[u;v℄)

| Type0 u; "*"; Type0 v -> Term (pair,[u;v℄)
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| "'"; 
aml0 C -> Term(C,[℄)

| "#"; 
aml0 u -> u

and 
aml0 = parse {parse_
aml_expr0()} e -> e

and 
aml = parse {parse_
aml_expr()} e -> e;;

B.2.3 De la repr�esentation super�
ielle vers la repr�esentation profonde

Un type est repr�esent�e de fa�
on interne par une multi-�equation dont il est une pr�e-solution. A�n

d'obtenir un syst�eme dont 
haque multi-�equation ne 
omporte que des petits termes on 
r�ee une

variable � pour 
haque sous-terme � et on forme l'�equation �

:

= �. L'�etat d'une multi-�equation-

variable a pour valeur initiale le degr�e de l'ensemble dans lequel la multi-�equation est 
onstruite.

let Texpr_to_Type n t =

let table = ref [℄ in

Texpr_to_Type t

where re
 Texpr_to_Type =

fun
tion Tvar s ->

(asso
 s !table ?

let u = << [n℄ >> in table:=(s,u)::!table; u)

| Tarrow (s,t) ->

<< ^(Texpr_to_Type s) -> ^(Texpr_to_Type t) [n℄ >>

| Tpair (s,t) ->

<< ^(Texpr_to_Type s) * ^(Texpr_to_Type t) [n℄ >>

| Tsymbol 
 ->

<< '(mat
h 


with "num" -> num

| "bool" -> bool

| "unit" -> unit

| _ -> failwith "Texpr_to_Type") [n℄ >>

| Twith(t,E) ->

do_list

(fun (v,u) ->

let v = devil (Texpr_to_Type v) in

v.state <- Dead (Texpr_to_Type u))

E;

Texpr_to_Type t;;

B.2.4 Retour vers la repr�esentation super�
ielle

Pour obtenir un imprimeur �a partir de la repr�esentation interne des types sous forme de multi-

�equations, il nous faut don
 inverser 
ette fon
tion �a la main. Il faudra pour 
ela g�en�erer de jolis

noms de variables �a partir de leurs noms internes.

let (reset_namer, namer) =

let alphabet = ["a"; "b"; "
"; "d"; "e"; "f"; "g"; "h"℄ in

let history = ref ([℄: (num * string) list) in

let names = ref alphabet in

let index = ref 0 in

(fun () -> names := alphabet; index := 0; history := [℄;()),

fun v ->

(assq v !history ?

let re
 name() =

mat
h !names

with h::t -> names:=t; h

| _ ->

names := map (fun s -> s^string_of_num !index) alphabet;
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in
r index; name() in

let n = name() in history:= (v,n)::!history; n);;

L'imprimeur doit être 
apable d'�e
rire des types r�e
ursifs, pour rapporter les 
as d'erreurs. Cela

permettra �egalement de traiter le 
as des arbres rationnels par un simple inversement de drapeau.

Nous utilisons les marques pour d�ete
ter les 
y
les.

let mark = ref 0;;

ex
eption 
y
le of multi_equation;;

let Texpr_of_Type U =

in
r mark;

let E = ref[℄ in

let re
 Texpr_of_Type U =

let U = devil U in

let u = baby U.state in

if eq(u.mark, -!mark) then (u.mark <- -u.mark; Tvar(namer U.name))

if eq(u.mark, !mark) then Tvar(namer U.name)

else

begin mat
h u.term

with Var -> Tvar(namer U.name)

| _ ->

u.mark <- -!mark;

let t =

mat
h u.term

with Term(C,L) -> C.print (map Texpr_of_Type L)

| _ -> failwith "Texpr_of_Type" in

begin if u.mark < 0

then u.mark <- 0; t

else let v = Tvar(namer U.name) in E:= (v,t)::!E; v

end if

end mat
h in

let t = Texpr_of_Type U in

mat
h !E

with [℄ -> t

| L -> Twith(t,L);;

let print_Type = print_Texpr o Texpr_of_Type;;

B.3 Coeur du syst�eme

B.3.1 Simpli�
ation d'un syst�eme de multi-�equations

L'algorithme simplify e�e
tue la d�e
omposition �eventuellement en d�ete
tant les 
ollisions de sym-

boles, et la fusion. Lors de la fusion de deux �equations, l'�etat de propagation de la multi-�equation

fusionn�ee est mis �a jour �a la valeur minimale des �etats des multi-�equations fusionn�ees. L'une des

deux multi-�equations est tu�ee par l'autre.

#pragma infix "minimum";;

let prefix minimum = un
urry min;;

ex
eption 
ollision of multi_equation * multi_equation;;
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let re
 simplify (U,V) =

let U = devil U in

let V = devil V in

if U.name = V.name then () else

let u = baby U.state in

let v = baby V.state in

begin mat
h u.term, v.term

with Var, _ ->

U.state <- Dead V;

v.down <- u.down minimum v.down

| _, Var ->

V.state <- Dead U;

u.down <- u.down minimum v.down

| Term(C,L), Term(D,M) ->

if not eq (C.ni
kname, D.ni
kname) then raise 
ollision (U, V);

if u.down < v.down

then V.state <- Dead U

else U.state <- Dead V;

do_list simplify (
ombine (L,M))

end mat
h;

();;

Un syst�eme de multi-�equations 
ompl�etement d�e
ompos�e admet des solutions seulement si l'ordre

y est stri
t. La fon
tion 
he
k_order v�eri�e que 
et ordre est stri
t sur le sous-syst�eme r�ealis�e au

degr�e n+ 1.

let 
he
k_order n = 
he
k_order

where re
 
he
k_order U =

let u = baby_devil U in

if u.mark < 0 then raise 
y
le U

if u.mark < !mark & u.up > n then

begin mat
h u.term

with Var -> 0

| Term(C,L) ->

u.mark <- - !mark;

do_list 
he
k_order L ;

u.mark <- - u.mark

end mat
h;

();;

B.3.2 Equilibrage partiel et g�en�eralisation

La fon
tion balan
e_all e�e
tue l'�equilibrage du syst�eme a
tif au degr�e n + 1. L'ensemble des

multi-�equations de degr�e n+ 1 est propag�e jusqu'aux multi-�equations r�ealis�ees �a un degr�e inf�erieur

ou �egal �a n. Cette propagation est e�e
tu�ee de l'ext�erieur vers l'int�erieur par la fon
tion balan
e

qui par
ourt r�e
ursivement les multi-�equations du syst�eme jusqu'�a la ren
ontre d'une multi-�equation

d�ej�a propag�ee, ou r�ealis�ee �a un degr�e inf�erieur ou �egal �a n. La propagation est e�e
tu�ee pendant

la des
ente r�e
ursive. La r�ealisation est e�e
tu�ee �a la remont�ee, don
 de l'int�erieur vers l'ext�erieur,

respe
tant ainsi les 
onditions permettant de ne pas revenir sur la partie d�ej�a visit�ee.
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Au retour de la fon
tion balan
e_at les multi-�equations sont r�ealis�ees au degr�e n. La g�en�eralisation

peut don
 être faite pendant la remont�ee. Seules seront g�en�eralis�ees les multi-�equations qui par-

ti
ipent e�e
tivement �a l'assertion augmentant le 
ontexte de typage. Une multi-�equation g�en�eralis�ee

n'a plus besoin de ses variables d'�etat ; on utilise le 
hamp down pour marquer les variables g�en�eriques,

en lui donnant une valeur n�egative. Sa valeur absolue indique un majorant du nombre de multi-

�equations g�en�eriques qui lui sont li�ees, et attribue un nom g�en�erique �a 
haque variable du syst�eme

qui est en train d'être g�en�eralis�e. Ces informations seront utiles pour le 
al
ul des instan
es. Si l'on

prend soin de visiter d'abord toutes les multi-�equations qui doivent être g�en�eralis�ees, le majorant

sera tr�es raisonnable

2

.

Pour les multi-�equations r�ealis�ees au degr�e n + 1 et n'ayant pas besoin d'être g�en�eralis�ees, on

v�eri�era simplement qu'elles ne parti
ipent pas �a un 
y
le, 
e qui 
orrespondrait �a un �e
he
 dans le

typage. Les 
y
les ne sont refus�es que si l'on n'admet pas les arbres rationnels. Dans le 
as o�u les

arbres rationnels seraient autoris�es, il suÆrait de 
hanger la valeur booleenne de re
ursive_types.

En�n, on redistribue l'ensemble des multi-�equations r�ealis�ees �a un degr�e inf�erieur ou �egal �a n

dans le syst�eme a
tif.

let re
ursive_types = ref false;;

let balan
e_at n =

let generi
_name = ref 0 in balan
e

where re
 balan
e k U =

let u = baby_devil U in

if u.mark < 0 then (if !re
ursive_types then k else raise 
y
le U)

if u.mark < !mark then

begin do

begin mat
h u.term

with Var ->

u.up <- u.down minimum k

| Term(C,L) ->

begin if u.up > n then

u.mark <- -!mark;

let balan
e = balan
e (u.down minimum k) in

u.up <- it_list (fun k U -> max k (balan
e U)) 0 L

end if

end mat
h;

if u.down > u.up then u.down <- u.up;

u.mark <- !mark;

if u.up > n then u.down <- de
r generi
_name;

u.up

end do

else u.up;;

let balan
e_all n entries fresh N =

let sorted = ve
tor ve
t_length N + 1 of [℄ in

let sort U =

mat
h U.state

with Dead _ -> ()

2

Un majorant trop grossier augmenterait inutilement le 
al
ul de ses instan
es.
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| Alive u -> sorted.(u.down) <- U::sorted.(u.down);() in

do_list sort fresh;

in
r mark;

let balan
e = balan
e_at n in

do_ve
t_i

(fun i ->

begin if i <= n

then

do_list

(let balan
e_i = balan
e i in

fun ({state = Alive u; _} as U) ->

balan
e_i U;

N.(u.up) <- U::N.(u.up)

| _ -> failwith "balan
e_all")

else

do_list (balan
e (n+1)) entries;

let 
he
k = 
he
k_order n in

do_list

(fun ({state = Alive u; _} as U) ->

if u.up > n

then !re
ursive_types or 
he
k U

else N.(u.up) <- U::N.(u.up);

()

| _ -> failwith "balan
e_all")

end if)

sorted;;

B.3.3 Cal
ul d'une instan
e

La fon
tion instan
e appliqu�ee �a un entier n et un type g�en�erique � 
al
ule une instan
e de � dans

T

n

. L'�etat de propagation d'une multi-�equation g�en�erique est n�egatif et indique un majorant du

nombre de multi-�equations g�en�eriques qui lui sont li�ees. Si l'�etat de r�ealisation d'une multi-�equation

est positif, alors au
une des multi-�equations qui lui sont li�ees n'est g�en�erique, et la multi-�equation

est don
 �egale �a son instan
e.

type filled = Empty | Filled of multi_equation;;

let instan
e k U =

let U = devil U in

let u = baby U.state in

if u.down >= 0 then U else

let table = ve
tor (-u.down) of Empty in

instan
e U

where re
 instan
e V =

let V = devil V in

let v = baby V.state in

if v.up < u.up

then V

else

mat
h table.(-v.down-1)
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with Filled W -> W

| Empty ->

let W = << [k℄ >> in

table.(-v.down-1) <- Filled W;

W.state <- Alive

{term =

begin mat
h v.term

with Var -> Var

| Term(C, L) -> Term(C, map instan
e L)

end mat
h;

down = k; up = k; mark = 0};

W;;

B.4 Expressions du langage

B.4.1 Repr�esentation super�
ielle

La syntaxe abstraite super�
ielle des expressions du langage est d�e�nie par le type 
on
ret suivant :

type M

= Mexpr of Mexpr

| Mde
l of bool * string * Mexpr

| Mexit

and Mexpr

= Mvar of string

| Mapp of Mexpr * Mexpr

| Mfun of string * Mexpr

| Mlet of bool * string * Mexpr * Mexpr

| Mif of Mexpr * Mexpr * Mexpr

| Mpair of Mexpr * Mexpr

| M
onst of M
onst

| Mstraint of Mexpr * Texpr

and M
onst

= Mnum of num

| Mbool of bool

| Munit;;

B.4.2 Grammaire du langage

grammar for values M =

pre
eden
es

right "->";

right ",";

rule entry M =

parse "let"; Re
 r; Pat p; Let d; ";;" -> Mde
l (r,p,d)

| Expr e; ";;" -> Mexpr e

| "exit" -> Mexit

and Texpr =

parse {mat
h parse_Texpr() with MLquote (dynami
 (u:Texpr)) -> u} u -> u

and Let =

parse Pat p; Let m -> Mfun (p, m)
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| "="; Expr e -> e

and Re
 =

parse -> false

| "re
" -> true

and Fun =

parse Pat p; Fun m -> p, Mfun m

| Pat p; "->"; Expr e -> p,e

and Expr =

parse "fun"; Fun m -> Mfun m

| "let"; Re
 b; Pat p; Let d; "in"; Expr e -> Mlet (b,p,d,e)

| "if"; Expr2 b; "then"; Expr2 u; "else"; Expr2 v -> Mif (b,u,v)

| Expr2 e -> e

and Expr2 =

parse Expr1 e1; ","; Expr2 e2 -> Mpair (e1,e2)

| Expr1 e -> e

and Expr1 =

parse Expr1 e1; Expr0 e2 -> Mapp (e1,e2)

| Expr0 e -> e

and Expr0 =

parse Cexpr 
 -> M
onst 


| IDENT v -> Mvar v

| "("; Expr e; ":"; Texpr t; ")" -> Mstraint(e,t)

| "("; Expr e; ")" -> e

and Cexpr =

parse NUM n -> Mnum n

| BOOL b -> Mbool b

| "("; ")" -> Munit

and Pat =

parse IDENT v -> v

;;

let parse = (M "M").Parse;;

#set default grammar Type;;

B.4.3 Vers une repr�esentation profonde

Nous transformerons la repr�esentation abstraite super�
ielle en une stru
ture plus ri
he, sur laquelle

il sera possible de 
oder l'environnement de typage. En fait 
ette repr�esentation sera �a l'issue du

pro
essus de typage le programme initial o�u 
haque variable aura �et�e annot�ee par son type. la

r�e
ursion sera rempla
�ee par une appli
ation du 
ombinateur de point-�xe.

type Lexpr

= Lvar of Lvar

| Lapp of Lexpr * Lexpr

| Lfun of Lvar * Lexpr

| Llet of Lvar * Lexpr * Lexpr

| Lpair of Lexpr * Lexpr

| L
onst of M
onst
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| Lstraint of Lexpr * Texpr

and Lvar = {surname : string; mutable annotation : multi_equation};;

let make_table tab =

let get s =

let key = hash_atom s mod (ve
t_length tab) in

asso
 s tab.(key) in

let store s arrow =

let key = hash_atom s mod (ve
t_length tab) in

tab.(key) <- (s,arrow)::(filter_neg (fun
tion t,_ -> s=t) tab.(key));() in

get, store;;

let global_values = ve
tor 50 of ([℄: (string * multi_equation) list);;

let get_value, store_value = make_table global_values;;

let empty = << [0℄ >>;;

let pat_of_var x = {surname = x; annotation = empty} ;;

La transformation est r�ealis�ee par la fon
tion Lin. Elle ajoute des pointeurs des variables lo
ales ou

globales vers leurs o

urren
es liantes. Elle �e
houe lorsqu'elle ren
ontre une variable libre.

ex
eption unbound of string;;

let re
 Lin values = Lin_values

where re
 Lin_values e =

mat
h e

with Mvar s ->

Lvar (asso
 s values ? {surname = s; annotation = get_value s}) ?

raise unbound s

| Mapp (e,e') ->

Lapp (Lin_values e, Lin_values e')

| Mfun (x,e) ->

let p = pat_of_var x in

Lfun (p, Lin ((x,p)::values) e)

| Mlet (b,x,e,e') ->

if b

then

let e = Mapp (Mvar "&fix", Mfun (x, e)) in

Lin_values (Mlet (false, x, e, e'))

else

let e = Lin_values e in

let p = pat_of_var x in

let e' = Lin ((x,p)::values) e' in

Llet (p, e, e')

| Mif (b,e,e') ->

Lin_values (Mapp (Mapp (Mapp (Mvar "&if", b), e), e'))
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| M
onst 
 ->

L
onst 


| Mpair (e,e') ->

Lpair (Lin_values e, Lin_values e')

| Mstraint (e,t) ->

Lstraint (Lin_values e, t);;

B.5 Simpli�
ation des 
ontraintes de typage

Le passage par une syntaxe profonde simpli�e le typage. En parti
ulier l'�etape pr�e
�edente assure que

l'expression �a typer est 
lose dans l'environnement global. La fon
tion type_expr est une adaptation

imm�ediate de la version de type donn�ee dans le 
hapitre 3 aux stru
tures de donn�ees pr�esentes.

let re
 type_expr n =

let instan
e_n = instan
e n in

type_expr_n

where re
 type_expr_n e =

mat
h e

with Lvar x ->

instan
e_n x.annotation

| Lapp (e,e') ->

let u = type_expr_n e in

let v = type_expr_n e' in

let w = << [n℄ >> in

simplify (u, << ^v -> ^w [n℄ >>);

w

| Lfun (x, e) ->

let u = x.annotation <- << [n℄ >> in

let v = type_expr_n e in

<< ^u -> ^v [n℄ >>

| Llet (x, e, e') ->

let N = !a
tive_system in

let N1 = ve
tor ve
t_length N + 1 of [℄ in

do_ve
t_i (fun i u -> N1.(i) <- u) N;

a
tive_system := N1;

let u = type_expr (n+1) e in

x.annotation <- u;

a
tive_system := N;

do_ve
t_i (fun i _ -> N.(i) <- N1.(i)) N;

balan
e_all n [u℄ N1.(n+1) N;

type_expr_n e'

| L
onst 
 ->

<< '(mat
h 


with Mnum n -> num

| Mbool b -> bool

| Munit -> unit) [0℄>>

| Lpair(e,e') ->
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let u = type_expr_n e in

let v = type_expr_n e' in

<< ^u * ^v [n℄ >>

| Lstraint (e,t) ->

let u = type_expr_n e in

let v = Texpr_to_Type n t in

simplify (u,v);

u;;

Le typage d'une expression globale n'est qu'un 
as parti
ulier du typage d'une expression lo
ale.

#set default grammar Pretty:Exe
;;

let error = "Texpr
he
king error:";;

let type_global s e=

begin try

let e = Lin [℄ e in

let p = pat_of_var s in

let e = Llet (p, e, L
onst Munit) in

a
tive_system:= [|[℄|℄;

type_expr 0 e;

store_value s p.annotation;

<< [<hov 2> [s; " :"℄; \-; print_Type {p.annotation}℄ >>

with unbound s ->

<< [<hv> error; " unbound variable"; \-; Ident s℄ >>

| 
ollision (u,v) ->

<< [<hv> [<h> error; " 
ollision between"℄; \-;

[<hv> print_Type u; \-; "and"; \-; print_Type v℄℄ >>

| 
y
le u ->

<< [<hov> error; " 
y
le "; \-; print_Type u℄ >>

end try;

a
tive_system:= [|[℄|℄;

();;

B.6 Finitions

Nous terminons 
ette maquette par l'�e
riture d'un petit environnement agr�eable, 
'est si simple que


e serait dommage de s'en priver.

ex
eption exit;;

let step() =

reset_namer();

print_newline();

begin mat
h (mat
h eval_syntax(parse()) with dynami
 (x:M) -> x)

with Mde
l (b,s,e) -> type_global s (if b then Mlet(b,s,e,Mvar s) else e)

| Mexpr e -> type_global "it" e

| Mexit -> raise exit

end mat
h;

print_newline();;

let re
 loop() =

parsing_handler print_syntax_error step();

loop();;



132 ANNEXE B. UNE MAQUETTE SIMPLE, RAPIDE ET COMPL

�

ETE

let re
 top() =

let prompt = prompt() in

set_prompt">";

try loop() with

exit -> set_prompt prompt

| _ -> set_prompt prompt reraise;;

#set default grammar Type;;

Il sera n�e
essaire d'initialiser l'environnement global par quelques primitives avant de 
ommen
er �a

jouer.

re
ursive_types:= true;;

step();;

fun f -> (fun x -> f (x x)) (fun x -> f (x x));;

store_value "&fix" (get_value "it");;

re
ursive_types:= false;;

step();;

let re
 x = (x: bool -> 'a -> 'a -> 'a) in x;;

store_value "&if" (get_value "it");;

Lorsque vous aurez exploit�e toutes les possibilit�es de 
ette maquette, vous pourrez tourner la page

et essayer l'implantation 
ompl�ete ave
 des d�e
larations de types, un m�e
anisme d'appel par �ltrage,

et des objets enregistrements ; elle est d�e
rite dans l'annexe suivante.



Annexe C

Une maquette ave
 des objets

enregistrements

Cette annexe reprend le squelette de la maquette pr�e
�edente et l'�etend ave
 des objets et types

enregistrements. Nous verrons que 
ette extension s'obtient simplement par l'ajout d'op�erations de

mutation dans l'algorithme de simpli�
ation, et bien sûr par l'introdu
tion de primitives sur les

enregistrements ave
 leurs types.

Les objets enregistrements n�e
essitent de 
ontrôler la formation des expressions de types par

des sortes et des puissan
es. Cette maquette �etend don
 �egalement les types de ML par des types

ave
 sortes. A�n d'être 
ompl�etement ind�ependant de la signature du langage, et de pouvoir essayer

di��erents syst�emes de typage des enregistrements, 
ette extension est faite de fa�
on tr�es g�en�erale.

Ce
i peut parâ�tre 
ompliqu�e, mais il n'en est rien. Le langage des sortes est ind�ependant du langage

des types, et les sortes n'interviennent qu'au moment de la le
ture des expressions de types �e
rites

par l'utilisateur. Les algorithmes de simpli�
ation pr�eservant les sortes et les puissan
es, on peut


ompl�etement oublier 
elles-
i par la suite.

La maquette est �egalement �etendue �a un langage plus 
omplet, permettant des d�e�nitions de

types et un appel par �ltrage. Ces deux extensions sont li�ees et permettent de traiter des exemples


ons�equents.

Cha
une de 
es extensions est simple, et il ne faut pas se laisser tromper par l'�eventuelle diÆ
ult�e

due �a leur introdu
tion simultan�ee. Aussi nous essayerons de rendre 
ompte de 
ette simpli
it�e en


lassant 
haque programme dans l'une des 
inq 
at�egories suivantes :

� Un programme de r�e
up�eration est simplement repris dans la maquette pr�e
�edente.

� Un programme d'extension est obtenu �a partir d'un programme de la maquette pr�e
�edente par

une extension imm�ediate tenant 
ompte des nouvelles 
onstru
tions, et de l'enri
hissement de

l'environnement.

� Un programme d'enregistrement est sp�e
i�que �a l'ajout des objets enregistrements.

� Un programme de sortes n'e�e
tue que des op�erations sur les sortes.

� Un programme de �ltrage implante les d�e
larations de types et le typage de l'appel par �ltrage.

C.1 Les expressions de types, grammaires et imprimeurs

Cette partie est du 
ode d'extension. La grammaire doit notamment d�e
rire le langage des d�e�nitions

de types.

type Texpr

= Tvar of string

| Tarrow of Texpr * Texpr

| Tpair of Texpr * Texpr

| Tdot of Texpr * Texpr

133
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| Tapp of string * Texpr list

| Tpi of Texpr

| Tat of string * Texpr * Texpr

| Twith of Texpr * (Texpr * Texpr) list

and Tde
l = Tde
l of (string list * string * (string * Texpr) list) list;;

grammar for values Texpr =

rule entry Texpr =

parse [<hv 0> Type u; \-; Equations E℄ -> Twith(u,E)

| Type u -> u

and Equations =

parse [<v 1> [<hov 2> "with"; Equation e℄;

( * (parse \-; [<hov 1> "and"; Equation e℄ -> e)) E ℄ -> e::E

and Equation =

parse -; "'"; Ident v; -; "="; -; Type u -> Tvar v,u

and At =

parse IDENT s; -; ":"; \-; Type u; ";"; \-; At v -> Tat (s,u,v)

| Type u -> u

and Type =

parse [ Type3 u; "."; Type v ℄ -> Tdot(u,v)

| Type3 u -> u

and Type3 =

parse [ Type2 u; \-; "->"; \-; Type3 v ℄ -> Tarrow(u,v)

| Type2 u -> u

and Type2 =

parse [ Type1 u; \-; "*"; \-; Type2 v ℄ -> Tpair(u,v)

| Type1 u -> u

and Type1 =

parse [ Ident C; Args L ℄ -> Tapp(C, L)

| "'"; Ident v -> Tvar v

| "{"; [At r℄; "}" -> Tpi r

| "("; [At u℄; ")" -> u

and Args =

parse -> [℄

| \-; "("; Type u; ( * (parse \-; ","; Type u -> u)) L; ")" -> u::L

and args =

parse -> [℄

| \-; "("; "'"; Ident u;

( * (parse \-; ","; "'"; Ident u -> u)) L; ")" -> u::L

and entry De
l =

parse [<v 0> "type"; Body d℄ -> d

and entry Body =

parse One d; ( * (parse \-; "and"; -; One d -> d)) L -> Tde
l (d::L)
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and One =

parse [<hv 0> -; Ident C; args l;

\-; [<v 0> "="; -; Of h; ( * (parse \-; "|"; -; Of h -> h)) L℄℄

-> l,C,h::L

and Of =

parse Ident s -> s, Tapp("unit",[℄)

| Ident s; -; "of"; -; Type u -> s,u

;;

let parse_Texpr = (Texpr "Texpr").Parse_raw

and parse_Texpr_de
l = (Texpr "De
l").Parse_raw

and parse_Tde
l_body = (Texpr "Body").Parse_raw;;

pp_of_gram_in_file "Texpr" "Texpr_pp";;

load "Texpr_pp";;

let print_Texpr = Texpr

and print_Texpr_de
l = De
l;;

C.2 Repr�esentation des types

Cette partie 
omprend des programmes des trois derni�eres 
at�egories. Le module label implante

la repr�esentation des �etiquettes, dont 
ette maquette ne d�ependra pas ; il 
orrespond �a la d�e�nition

d'un type abstrait label. Le module tools regroupe diverses fon
tions d'usage plus g�en�eral.

module tools;;

let make_table n tab =

if n > ve
t_length tab then failwith "make_table";

let get s =

let key = n + (hash_atom s) mod (ve
t_length tab) in

asso
 s tab.(key) in

let store s arrow =

let key = n + (hash_atom s) mod (ve
t_length tab) in

tab.(key) <- (s,arrow)::(filter_neg (fun
tion t,_ -> s=t) tab.(key));() in

get, store;;

end module

with value make_table;;

module label using

value make_table :

num -> ((string * 'a) list ve
t ->

(string -> 'a) * (string -> 'a -> unit));;

type label = Lab of num;;

let eq_label (Lab a, Lab b) = (a = b);;

let lt_label (Lab a, Lab b) = (a < b);;
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let gt_label (Lab a, Lab b) = (a > b);;

let labels = ve
tor 50 of ([℄: (string * label) list);;

let get_label, store_label = make_table 0 labels;;

let unlabels = ref ([||℄: string ve
t);;

let unlabels_step = 100;;

let store_unlabel (Lab a) s =

if ve
t_length !unlabels < a

then

(let new_unlabels =

ve
tor (ve
t_length !unlabels + unlabels_step) of "" in

do_ve
t_i

(fun i a -> new_unlabels.(i) <- a)

!unlabels;

unlabels := new_unlabels);

(!unlabels).(a) <- s;;

let last_label = ref 0;;

let label s =

get_label s ?

let a = Lab (in
r last_label) in

(store_label s a; store_unlabel a s; a);;

let unlabel (Lab a) = (!unlabels).(a);;

let print_label = print_string o unlabel;;

#printer print_label;;

end module

with type label;

value label and unlabel and print_label

and eq_label and lt_label and gt_label

;;

La repr�esentation interne des types n'a pas vraiment 
hang�e. La seule di��eren
e est la repr�esentation

des symboles. Il est en e�et essentiel de distinguer les symboles lieurs des autres symboles. Cette

distin
tion se retrouvera dans toutes les fon
tions utilisant la repr�esentation des symboles. Il sera

aussi utile de pr�e
iser la signature de 
haque symbole. Nous d�e
rivons d'abord la repr�esentation des

puissan
es et des sortes et les op�erations sur 
es objets.

C.2.1 Repr�esentation des sortes et leur manipulation

Nous distinguerons les sortes et les puissan
es qui sont d�e�nies par les types 
on
rets suivants :

type sort = Sort of string;;

type power = Zero

| Effe
tive of label list;;

Lors de la synth�ese des sortes, nous utiliserons des m�eta-variables de sortes et de puissan
es. Le

mot \m�eta" signi�e simplement que 
es variables ne font pas partie du langage des sortes et des

puissan
es, mais permettent quand même de parler de 
es objets avant d'en 
onnâ�tre leur valeur.
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type 'a meta = Free of 'a free | Bound of 'a meta ref

and 'a free = Undef | Defined of 'a;;

type meta_sort == sort meta ref

and meta_power == power meta ref;;

type sig == (meta_sort * meta_power) list * (meta_sort * meta_power);;

grammar for programs meta =

rule entry meta =

parse "_" -> ref (Free Undef)

| {parse_
aml_expr()} e -> ref (Free (Defined e));;

La bô�te �a outils ressemble fort �a 
elle des multi-�equations. Les fon
tions 
ut et free ne sont que

les fon
tions devil et baby sous des visages di��erents.

let re
 
ut u =

mat
h !u

with Bound v -> let v = 
ut v in u := Bound v;v

| _ -> u;;

let free u =

mat
h !(
ut u)

with Free u -> u

| Bound _ -> failwith "free";;

let satisfy meta (u,v) =

if not eq (
ut u, 
ut v) then

begin mat
h free u, free v

with Undef, _ -> u:= Bound v

| _, Undef -> v:= Bound u

| Defined a, Defined b -> u:= Bound v; meta (a,b)

end mat
h;

();;

Nous regrouperons les erreurs de 
ontraintes de sortes dans le type 
on
ret et les ex
eptions suivantes.

type sig_error = Esort of sort * sort

| Epower of power * power

| Eadd of label * power

| Eother of string

;;

ex
eption sig;;

ex
eption sig_error of sig_error;;

ex
eption report of sig_error * Texpr;;

let signal error d = raise sig_error (error d)

and report error expr = raise report (error, expr);;

Nous pourrons r�esoudre les 
ontraintes de sortes et de puissan
es �a l'aide de la fon
tionnelle satisfy.

La fon
tion add_power ajoute une �etiquette �a une puissan
e, qui doit être une puissan
e de tou�e


ompl�etement d�e�nie, et ne doit pas 
ontenir l'�etiquette ajout�ee.

let satisfy_power =

let re
 eq_power =

fun
tion

a::A, b::B -> eq_label (a,b) & eq_power (A,B) or (raise sig)
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| [℄,[℄ -> true

| _ -> raise sig in

let power P =

mat
h P

with Zero, Zero -> true

| Effe
tive A, Effe
tive B -> eq_power (A,B)

| _ -> raise sig in

satisfy (fun d -> try power d with sig -> signal Epower d);;

let satisfy_sort =

let sort (Sort s, Sort t) = (s=t) or (raise sig) in

satisfy (fun d -> try sort d with sig -> signal Esort d);;

let add_power a A =

begin mat
h free A

with Defined (Effe
tive A as P) ->

begin try <:meta< Effe
tive (add A) >>

with sig -> signal Eadd (a,P)

end try

| Defined Zero -> signal Eadd (a, Zero)

| Undef -> failwith "unbound power"

end mat
h

where re
 add =

fun
tion b::B as A ->

if eq_label (a,b) then (raise sig)

if gt_label (a,b)

then a::A

else b::add B

| [℄ -> [a℄;;

Nous utiliserons 
es fon
tions 
i-dessous pour synth�etiser les 
ontraintes de sortes.

C.2.2 Repr�esentation des multi-�equations

La repr�esentation des symboles est maintenant plus ri
he :

type symbol = At of label

| Other of other

and other = {ni
kname: num; sig: sig; print: infix}

and infix = Infix of Texpr * Texpr -> Texpr | Prefix of string;;

Mais la repr�esentation des types est in
hang�ee. Il en d�e
oule que toutes les fon
tions n'allant pas

lire �a l'int�erieur des symboles seront �egalement in
hang�ees, notamment la plupart des fon
tions du


�ur du syst�eme.

type Type == multi_equation

and variable == multi_equation

and multi_equation

= {name: num ; mutable state: state}

and state = Alive of baby

| Dead of multi_equation

and baby = {term: term; mutable down: num ; mutable up: num;

mutable mark: num}
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and term = Var

| Term of symbol * variable list;;

Nous r�e
up�erons les vieux outils.

let re
 devil u =

mat
h u.state

with Dead v -> let v = devil v in u.state <- Dead v;v

| _ -> u;;

let baby =

fun
tion

Alive baby -> baby

| monster -> raise failure "baby";;

let baby_devil u = baby (devil u).state;;

Comme l'utilisateur pourra d�e
larer de nouveaux symboles, nous aurons besoin d'une table des

symboles globaux. Il n'est pas pr�evu qu'il puisse d�e�nir de nouvelles sortes, mais il pourra toujours

le faire en ajoutant �a la main des symboles primitifs ayant les sortes d�esir�ees. Ce serait imm�ediat de

lever 
ette restri
tion. Il faudrait simplement augmenter le langage ave
 des d�e
larations de sortes.

ex
eption unbound of string * string;;

let global_symbols = ref ([℄: (string & other) list);;

let get_symbol s =

try asso
 s !global_symbols

with failure _ -> raise unbound ("type 
onstru
tor", s)

and store_symbol (_,
 as u) = global_symbols:=u::!global_symbols; 
;;

Nous distinguerons les symboles tou�us des symboles passifs, simplement par le signe de leur

ni
kname. Cette distin
tion ne sera n�e
essaire que pendant la synth�ese des sortes. Nous 
r�eons

quelques sortes et symboles primitifs.

let ni
kname = ref 0

and pi_name = ref 0;;

let 
reate b (name, print, sig) =

let 
 = {ni
kname =

if b then in
r ni
kname else de
r pi_name;

sig = sig; print = print} in

store_symbol (name,
);;

let usual = <:meta< Sort "usual" >>

and field = <:meta< Sort "field" >>

and flag = <:meta< Sort "flag" >>;;

let zero = <:meta< Zero >>

and empty = <:meta< Effe
tive[℄ >>;;

let pi = 
reate false

("&pi", Prefix "&pi", [field, empty℄, usual, zero)

and arrow = 
reate false

("&arrow", Infix Tarrow, [usual, zero; usual, zero℄, usual, zero);;

let pair = 
reate false

("&pair", Infix Tpair, arrow.sig)

and dot = 
reate true

("&dot", Infix Tdot, [flag, zero; usual, zero℄, field, zero );;
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let [Pi; Arrow; Pair; Dot℄ = map Other [pi; arrow; pair; dot℄;;

Nous �etendons la grammaire permettant de 
onstruire des multi-�equations.

let a
tive_system = ref ([|[℄|℄: multi_equation list ve
t);;

let last_variable = ref 0;;

let new_variable (u, n) =

let v = {name = in
r last_variable;

state = Alive {term = u; down = n; up = n; mark = 0}} in

(!a
tive_system).(n) <- v::((!a
tive_system).(n)); v

;;

grammar for programs Type =

rule entry Type =

parse Term u; "["; 
aml n; "℄" -> new_variable (u, n)

| Type0 u -> u

and Type0 =

parse "^"; 
aml0 u -> u

| "("; Type u ; ")" -> u

and Term =

parse -> Var

| Term1 x -> Term x

| "#"; 
aml0 e -> e

and Term1 =

parse 
aml0 s; ":"; Type0 u; ";"; Type0 v -> At s,[u;v℄

| "'"; 
aml0 C -> C, [℄

| "{"; 
aml L; "}"; "'"; 
aml0 C -> C, L

| Type0 u; ( * (parse Type0 u -> u)) L; "'"; 
aml0 C -> C, u::L

| Type0 u; (parse "->" -> Arrow | "*" -> Pair | "." -> Dot) C;

Type0 v -> C, [u;v℄

and 
aml0 = parse {parse_
aml_expr0()} e -> e

and 
aml = parse {parse_
aml_expr()} e -> e;;

C.2.3 Synth�ese des 
ontraintes de sortes

Le langage des types permet �a l'utilisateur de 
onstruire des expressions dont les 
ontraintes de

sortes peuvent être in
oh�erentes. Il faut don
 synth�etiser les sortes pour les expressions de types. Il

y a deux 
as bien di��erents dans lesquels l'utilisateur �e
rit des expressions de types.

Le premier est l'�e
riture de 
ontraintes de types dans un programme. Une 
ontrainte de type est

toujours de la sorte usual et de puissan
e zero, 
ar elle porte sur une sous-expression du langage,

qui a toujours les 
ara
t�eristiques pr�e
�edentes. En e�et au
une des primitives ne permet de 
ouper

un enregistrement en mor
eaux. Ce
i n'est pas fondamental et le syst�eme de typage permettrait

de le faire ; il faudrait seulement s'assurer que l'on saura 
ompiler les mor
eaux extraits. Tous les

symboles sont don
 
onnus ave
 leur signatures, et il suÆt simplement de propager les 
ontraintes

de la ra
ine vers les feuilles. Cette partie ne n�e
essite pas l'utilisation des m�eta-variables, mais leur

pr�esen
e permettra �a 
e v�eri�
ateur de devenir un synth�etiseur dans la partie suivante.

let Texpr_to_Type_with Type_var n = Type

where re
 Type (S,A as P) u =

let Type_symbol (m,
) =
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let C = get_symbol 
 in

let sig, T, B = C.sig in

satisfy_sort (S,T);

if C.ni
kname < 0 then satisfy_power (A,B);

let Type =

if C.ni
kname < 0 then Type else (fun
tion (T,B) -> Type (T,A)) in

<< {map2 Type sig m ? signal Eother "arity"} '(Other C) [n℄ >> in

try

mat
h u

with Tvar u -> Type_var (u, P)

| Tpi u -> Type_symbol ([u℄, "&pi")

| Tarrow (u,v) -> Type_symbol ([u;v℄, "&arrow")

| Tpair (u,v) -> Type_symbol ([u;v℄, "&pair")

| Tdot (u,v) -> Type_symbol ([u;v℄, "&dot")

| Tat (a, u, v) ->

let a = label a in

<< a : ^(Type (S, zero) u);

^(Type (S, add_power a A) v) [n℄>>

| Tapp (C,L) ->

Type_symbol (rev L, C)

| Twith(t,E) ->

do_list

(fun (v,u) ->

let V = devil (Type P v) in

V.state <- Dead (Type P u))

E;

Type P t

with sig_error e -> report e u;;

let Texpr_to_Type n =

let di
tionary = ref [℄ in

let Type_var (s, S,A) =

(let u, T,B = asso
 s !di
tionary in

satisfy_sort (S,T); satisfy_power (A,B); u) ?

let u = << [n℄ >> in

di
tionary:= (s, u, S, A)::!di
tionary; u in

Texpr_to_Type_with Type_var n (usual, zero)

;;

Le se
ond 
as d'utilisation d'expressions de types par l'utilisateur est bien sûr pour la d�e
laration de

nouvelles stru
tures de donn�ees. Du point de vue th�eorique, 
ela ne pose pas de probl�eme, puisque

l'on peut toujours supposer que les symboles que demande l'utilisateur existaient depuis le d�ebut du

monde, mais n'�etaient pas 
onnus de l'utilisateur. Une d�e
laration de stru
ture de donn�ee n'est rien

d'autre que l'ajout d'une 
onstante dans le di
tionnaire de l'utilisateur. Mais 
ertaines d�e�nitions

n'ont pas de sens, par
e 
e que leurs 
ontraintes de puissan
e ou de sorte ne sont pas satis�ables.

Une requête de l'utilisateur devra don
 être analys�ee avant d'être ajout�ee dans le di
tionnaire des

symboles.

La d�e
laration d'un type 
on
ret n'a d'int�erêt que par la 
r�eation simultan�ee de fon
tions de


onstru
tion et de destru
tion de 
e type. Les objets de puissan
e non nulle �etant ina

essibles
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�a l'utilisateur, nous exigerons que les types 
r�e�es soient de la puissan
e zero et de la sorte usual.

En
ore une fois, 
e 
hoix n'est pas dû au syst�eme de typage, mais �a son utilisation dans le langage. Il

serait possible d'autoriser des types 
on
rets d'une autre sorte ; il faudrait alors donner �a l'utilisateur

un langage pour les sortes. Les symboles introduits sont des symboles passifs ; ils 
onstruisent des

types de puissan
e � �a partir de types de puissan
e �eventuellement

Une d�e
alration de type est r�e
ursive, 
'est-�a-dire que les types d�e
lar�es, dont on 
her
he la

signature, peuvent apparâ�tre dans le 
orps de la d�e
laration. Il n'est plus possible 
omme pour la

v�eri�
ation de la bonne formation des expressions de types de se 
ontenter de v�eri�er les sortes,

mais il faut les synth�etiser. Cela justi�e l'introdu
tion de variables de sortes (et de puissan
es). A la

�n du 
al
ul toutes 
es variables qui ont �et�e instan
i�ees sont soient des variables d'un type r�e
ursif,

soit des variables super
ues. On les 
ontraint �a être de la sorte usuel et de la puissan
e Zero.

ex
eption rebound of string * Tde
l;;

let type_type n (Tde
l bodies) =

let old_global_symbols = !global_symbols in

try

let re
 sig =

fun
tion (s::args) ->

if mem s args

then raise rebound (s, Tde
l bodies)

else (<:meta< _ >>, <:meta< _ >>)::(sig args)

| [℄ -> [℄ in

let bodies =

map

(fun
tion args, name, _ as body ->

let C =

{ni
kname = de
r pi_name; sig = sig args, usual, zero;

print = Prefix name} in

store_symbol (name, C), body)

bodies in

let type_de
l 
onstru
tors (C, args, name, definition) =

let di
tionary = map2 (fun s p -> s, << [n℄ >>, p) args (fst C.sig) in

let v = << {map (fun (_,u,_) -> u) di
tionary} '(Other C) [n℄ >> in

let Texpr_to_Type =

let Type_var (s, S, A) =

(let u, T,B = asso
 s di
tionary in

satisfy_sort (S,T); satisfy_power (A,B); u) ?

raise unbound ("type variable",s) in

Texpr_to_Type_with Type_var n (usual, zero) in

it_list

(fun 
onstru
tors (C, t) ->

(C, << ^(Texpr_to_Type t) -> ^v [n℄ >>)::
onstru
tors)


onstru
tors

definition in

let de
laration = it_list type_de
l [℄ bodies in

let 
onstraint (S,A) s =

begin mat
h free S
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with Defined _ -> ()

| Undef -> satisfy_sort (S, usual)

end mat
h;

begin mat
h free A

with Defined _ -> ()

| Undef -> satisfy_power (A, zero)

end mat
h in

do_list

(fun
tion C, args, _ -> do_list2 
onstraint (fst C.sig) args)

bodies;

de
laration

with _ -> global_symbols:= old_global_symbols reraise

;;

C.2.4 De la syntaxe profonde vers la syntaxe super�
ielle

Dans la version a
tuelle, nous n'avons pas implant�e l'algorithme de majoration 
anonique. Les types

imprim�es sont don
 exa
tement les types 
al
ul�es. Si l'on n'utilise jamais de 
ontraintes de types, les

types obtenus seront 
anoniques, 
e
i est dû �a une utilisation des tou�es tr�es limit�ee. Le 
al
ul de

la majoration 
anonique ne pose pas de diÆ
ult�es, et sa 
omposition ave
 un imprimeur fournirait

un imprimeur 
anonique.

Les fon
tions d'impressions sont don
 simplement du 
ode d'extension.

let make_namer alphabet =

let history = ref ([℄: (num * string) list) in

let names = ref alphabet in

let index = ref 0 in

(fun () -> names := alphabet; index := 0; history := [℄;()),

fun v ->

(assq v !history ?

let re
 name() =

mat
h !names

with h::t -> names:=t; h

| _ ->

names := map (fun s -> s^string_of_num !index) alphabet;

in
r index; name() in

let n = name() in history:= (v,n)::!history; n);;

let (reset_namer, namers) =

it_list

(fun (Reset,Namers) (sort, alphabet) ->

let reset, namer = make_namer alphabet in

((fun() -> Reset(); reset()), (sort, namer)::Namers))

(I,[℄)

["usual", ["a"; "b"; "
"; "d"; "e"; "f"; "g"; "h"℄;

"field", ["p"; "q"; "r"; "s"; "t"℄;

"flag", ["u"; "v"; "w"; "x"; "y"; "z"℄

℄;;

let namer S =

mat
h free S with

Defined (Sort s) -> asso
 s namers

| _ -> failwith "namer";;

let mark = ref 0;;
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ex
eption 
y
le of multi_equation;;

let Texpr_of_Type U =

in
r mark;

let E = ref[℄ in

let re
 Texpr_of_Type S U =

let U = devil U in

let u = baby U.state in

if eq(u.mark, -!mark) then (u.mark <- -u.mark; Tvar(namer S U.name))

if eq(u.mark, !mark) then Tvar(namer S U.name)

else

begin mat
h u.term

with Var -> Tvar(namer S U.name)

| _ ->

u.mark <- -!mark;

let t =

mat
h u.term

with Term (Other {print = Prefix "&pi"; _},[u℄) ->

Tpi (Texpr_of_Type field u)

| Term (Other {print = Prefix s; sig = S,_;_},L) ->

Tapp (s, map2 Texpr_of_Type (map fst S) L)

| Term (Other {print = Infix C; sig = S,_;_}, L) ->

begin mat
h map2 Texpr_of_Type (map fst S) L

with u::v::_ -> C (u, v)

| _ -> failwith "Texpr_of_Type"

end mat
h

| Term (At a, [u;v℄) ->

Tat (unlabel a, Texpr_of_Type field u,

Texpr_of_Type field v)

| _ -> failwith "Texpr_of_Type" in

begin if u.mark < 0

then u.mark <- 0; t

else let v = Tvar(namer S U.name) in E:= (v,t)::!E; v

end if

end mat
h in

let t = Texpr_of_Type usual U in

mat
h !E

with [℄ -> t

| L -> Twith(t,L);;

let print_Type = print_Texpr o Texpr_of_Type;;

#printer print_Type;;

C.3 Simpli�
ation des 
ontraintes

La simpli�
ation n'est gu�ere plus 
ompliqu�ee. La 
ollision de deux symboles lieurs est rempla
�ee

par une op�eration de mutation. On remarquera que le terme 
onserv�e dans la fusion est 
elui pour

lequel les �etiquettes sont dans l'ordre 
anonique. En parti
ulier, 
ela r�eduit statistiquement le nombre

de mutations. La 
ollision d'un symbole lieur ave
 un autre symbole est aussi rempla
�ee par une

op�eration de mutation. Les 
ontraintes de sortes assurent que 
e symbole est tou�u

1

et il n'est don


pas n�e
essaire de le v�eri�er dynamiquement.

1

En e�et, tous les symboles passifs 
onstruisent des types de la puissan
e zero.
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La taille de 
ette fon
tion est due seulement �a la dupli
ation des 
as du fait de la dissym�etrie

introduite par la notation de 
ouple. Ces dupli
ations pourraient être �elimin�ees en rappelant la

fon
tion simplify apr�es avoir retourn�e les arguments.

#pragma infix "minimum";;

let prefix minimum = un
urry min;;

ex
eption 
ollision of multi_equation * multi_equation;;

let re
 simplify (U,V) =

let U = devil U in

let V = devil V in

if U.name = V.name then () else

let u = baby U.state in

let v = baby V.state in

begin mat
h u.term, v.term

with Var, _ ->

U.state <- Dead V;

v.down <- u.down minimum v.down

| _, Var ->

V.state <- Dead U;

u.down <- u.down minimum v.down

| Term(Other C,L), Term(Other D,M) ->

if not eq (C.ni
kname, D.ni
kname) then raise 
ollision (U, V);

if u.down < v.down

then V.state <- Dead U

else U.state <- Dead V;

do_list simplify (
ombine (L,M))

| Term(At a, L), Term(At b, M) ->

if not eq_label (a,b) then 
ontinue;

if u.down < v.down

then V.state <- Dead U

else U.state <- Dead V;

do_list simplify (
ombine (L,M))

| Term(At a, (Ua::Va::_)), Term(At b, (Ub::Vb::_)) ->

if (baby_devil Va).down == 0

then (simplify (Va, Ub); simplify (Va, Vb))

if (baby_devil Vb).down == 0

then (simplify (Vb, Ua); simplify (Va, Vb))

else
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let k = u.down minimum v.down in

if lt_label (a,b)

then (V.state <- Dead U; u.down <- k)

else (U.state <- Dead V; v.down <- k);

let W = << [k℄ >> in

simplify (Va, << b: ^Ub; ^W [k℄ >>);

simplify (Vb, << a: ^Ua; ^W [k℄ >>)

| Term(At a, (Ua::Va::_)), Term(Other C, [℄) ->

u.down <- 0;

simplify (Ua, V);

simplify (Va, V)

| Term(Other C, [℄), Term(At a, (Ua::Va::_)) ->

v.down <- 0;

simplify (Ua, U);

simplify (Va, U)

| Term(At a, (Ua::Va::_)), Term(Other C, M) ->

let k = u.down minimum v.down in

V.state <- Dead U; u.down <- k;

let Um, Vm =

list_it

(fun U (Um,Vm) ->

let U
 = << [k℄ >> in

let V
 = << [k℄ >> in

simplify (U, << a: ^U
; ^V
 [k℄>>);

U
::Um, V
::Vm)

M

([℄,[℄) in

simplify (Ua, << {Um} '(Other C) [k℄ >>);

simplify (Va, << {Vm} '(Other C) [k℄ >>)

| Term(Other C, M), Term(At a, (Ua::Va::_)) ->

let k = u.down minimum v.down in

U.state <- Dead V; v.down <- k;

let Um, Vm =

list_it

(fun U (Um,Vm) ->

let U
 = << [k℄ >> in

let V
 = << [k℄ >> in

simplify (U, << a: ^U
; ^V
 [k℄>>);
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U
::Um, V
::Vm)

M

([℄,[℄) in

simplify (Ua, << {Um} '(Other C) [k℄ >>);

simplify (Va, << {Vm} '(Other C) [k℄ >>)

| _ -> failwith "simplify"

end mat
h;

();;

C.4 R�e
up�eration des vieux outils

La plupart des autres fon
tions ne sont pas modi��ees par l'ajout des types enregistrements.

let 
he
k_order n = 
he
k_order

where re
 
he
k_order U =

let u = baby_devil U in

if u.mark < 0 then raise 
y
le U

if u.mark < !mark & u.up > n then

begin mat
h u.term

with Var -> 0

| Term(C,L) ->

u.mark <- - !mark;

do_list 
he
k_order L ;

u.mark <- - u.mark

end mat
h;

();;

let re
ursive_types = ref false;;

let balan
e_at n =

let generi
_name = ref 0 in balan
e

where re
 balan
e k U =

let u = baby_devil U in

if u.mark < 0 then (if !re
ursive_types then k else raise 
y
le U)

if u.mark < !mark then

begin do

begin mat
h u.term

with Var ->

u.up <- u.down minimum k

| Term(C,L) ->

begin if u.up > n then

u.mark <- -!mark;

let balan
e = balan
e (u.down minimum k) in

u.up <- it_list (fun k U -> max k (balan
e U)) 0 L

end if

end mat
h;

if u.down > u.up then u.down <- u.up;

u.mark <- !mark;
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if u.up > n then u.down <- de
r generi
_name;

u.up

end do

else u.up;;

let balan
e_all n entries fresh N =

let sorted = ve
tor ve
t_length N + 1 of [℄ in

let sort U =

mat
h U.state

with Dead _ -> ()

| Alive u -> sorted.(u.down) <- U::sorted.(u.down);() in

do_list sort fresh;

in
r mark;

let balan
e = balan
e_at n in

do_ve
t_i

(fun i ->

begin if i <= n

then

do_list

(let balan
e_i = balan
e i in

fun ({state = Alive u; _} as U) ->

balan
e_i U;

N.(u.up) <- U::N.(u.up)

| _ -> failwith "balan
e_all")

else

do_list (balan
e (n+1)) entries;

let 
he
k = 
he
k_order n in

do_list

(fun ({state = Alive u; _} as U) ->

if u.up > n

then !re
ursive_types or 
he
k U

else N.(u.up) <- U::N.(u.up);

()

| _ -> failwith "balan
e_all")

end if)

sorted;;

type filled = Empty | Filled of multi_equation;;

let instan
e k U =

let U = devil U in

let u = baby U.state in

if u.down >= 0 then U else

let table = ve
tor (-u.down) of Empty in

instan
e U

where re
 instan
e V =

let V = devil V in

let v = baby V.state in
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if v.up < u.up

then V

else

mat
h table.(-v.down-1)

with Filled W -> W

| Empty ->

let W = << [k℄ >> in

table.(-v.down-1) <- Filled W;

W.state <- Alive

{term =

begin mat
h v.term

with Var -> Var

| Term(C, L) -> Term(C, map instan
e L)

end mat
h;

down = k; up = k; mark = 0};

W;;

C.5 Expressions du langage

La syntaxe abstraite super�
ielle a fortement grossi, par l'ajout de l'appel par �ltrage et des types

enregistrements, mais aussi, par
e que 
ette maquette gr�a
e �a une syntaxe suÆsamment ri
he doit

pouvoir être utilis�ee ave
 des exemples 
ons�equents.

type M

= Mexpr of Mexpr

| Mde
l of bool * Mpat * Mexpr

| Mtype of Tde
l

| Mexit

and Mexpr

= Mvar of string

| Mapp of Mexpr * Mexpr

| Mfun of (Mpat * Mexpr) list

| Mlet of bool * Mpat * Mexpr * Mexpr

| Mpair of Mexpr * Mexpr

| M
onstr of string * Mexpr

| Mif of Mexpr * Mexpr * Mexpr

| M
onst of M
onst

| Mre
ord of Mre
ord

| Mdot of Mexpr * string

| Mstraint of Mexpr * Texpr

and Mre
ord

= Mnull

| Mwith of Mexpr * (string * Mexpr) list

| Mwithout of Mexpr * string list

and M
onst

= Mnum of num

| Mstring of string

| Mbool of bool

| Munit

and Mpat

= Mvar_pat of string

| M
onstr_pat of string & Mpat
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| Mwild_pat

| M
onst_pat of M
onst_pat

| Mpair_pat of Mpat & Mpat

| Mre
ord_pat of (string & Mpat) list

| Mstraint_pat of Mpat & Texpr

| Msyn_pat of Mpat & string

and M
onst_pat

= Mnum_pat of num

| Mstring_pat of string

| Mbool_pat of bool

| Munit_pat

;;

grammar for values M =

pre
eden
es

right "->";

right "or";

right "&";

right ",";

right INFIX;

right "�" "^";

right "::";

left "+" "-";

left "*" "/";

rule entry M =

parse "exit" -> Mexit

| De
l d; ";;" -> d

and De
l =

parse "type"; Tde
l d -> Mtype d

| "let"; Re
 r; Pat0 p; Let d -> Mde
l (r,p,d)

| Expr e -> Mexpr e

and Texpr =

parse {mat
h parse_Texpr() with MLquote (dynami
 (u:Texpr)) -> u} u -> u

and Tde
l =

parse {mat
h parse_Tde
l_body() with MLquote(dynami
(d:Tde
l)) -> d} d -> d

and Re
 =

parse -> false

| "re
" -> true

and Let =

parse Pat0 p; Let m -> Mfun [p, m℄

| "="; Expr e -> e

and Fun =

parse Fun1 m -> [m℄

| Fun l; "|"; Fun1 m -> m::l

and Fun1 =

parse Pat0 p; Fun1 m -> p, Mfun [m℄
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| Pat0 p; "->"; Expr e -> p,e

and Fun
tion =

parse Fun
tion1 m -> [m℄

| Fun
tion l; "|"; Fun
tion1 m -> m::l

and Fun
tion1 =

parse Pat p; "->"; Expr e -> p,e

and entry Expr =

parse "let"; Re
 b; Pat0 p; Let d; "in"; Expr e -> Mlet (b,p,d,e)

| "fun"; Fun m -> Mfun m

| "fun
tion"; Fun
tion m -> Mfun m

| "mat
h"; Expr e; "with"; Fun
tion l -> Mapp(Mfun l,e)

| "if"; Expr3 b; "then"; Expr3 u; "else"; Expr3 v -> Mif (b,u,v)

| Expr9 e -> e

and Expr9 =

parse Expr8 e1; ","; Expr9 e2 -> Mpair (e1,e2)

| Expr8 e -> e

and Expr8 =

parse "if"; Expr6 b; "then"; Expr8 u; "else"; Expr8 v -> Mif (b,u,v)

| Expr6 e -> e

and Middle6 =

parse ("or" as l) -> l

| ("&" as l) -> l

and Expr6 =

parse Expr6 u; Middle6 m; Expr6 v -> Mapp(Mapp (Mvar m, u), v)

| Expr5 e -> e

and Expr5 =

parse ("not" as n); Expr4 e -> Mapp(Mvar n,e)

| Expr4 e -> e

and Middle4 =

parse ("=" as l) -> l

| ("<=" as l) -> l

| (">=" as l) -> l

| (">" as l) -> l

| ("<" as l) -> l

| ("<>" as l) -> l

and Expr4 =

parse Expr3 u; Middle4 m; Expr3 v -> Mapp(Mapp (Mvar m, u), v)

| Expr3 e -> e

and Middle2 =

parse ("+" as l) -> l

| ("*" as l) -> l

| ("-" as l) -> l

| ("/" as l) -> l

and Middle1 =
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parse INFIX i -> i

| ("�" as l) -> l

| ("^" as l) -> l

and Expr3 =

parse Expr3 u; Middle1 m; Expr3 v -> Mapp(Mapp (Mvar m, u), v)

| Expr3 u; "::"; Expr3 v -> M
onstr("Cons",Mpair(u,v))

| Expr3 u; Middle2 m; Expr3 v -> Mapp(Mapp (Mvar m, u), v)

| Expr2 e -> e

and Expr2 =

parse Expr2 e2; Expr1 e1 -> Mapp(e2,e1)

| Expr1 e -> e

and Expr1 =

parse "\'"; Ident0 s; Expr0 e -> M
onstr(s,e)

| Expr0 e -> e

and Expr0 =

parse Cexpr 
 -> M
onst 


| Ident0 v -> Mvar v

| "{"; Re
ord r; "}" -> Mre
ord r

| Expr0 e; "."; IDENT s -> Mdot (e,s)

| "\'"; Ident1 s -> M
onstr(s,M
onst Munit)

| "["; "℄" -> M
onstr("Nil",M
onst Munit)

| "("; Expr e; ":"; Texpr t; ")" -> Mstraint(e,t)

| "("; Expr e; ")" -> e

and Cexpr =

parse NUM n -> Mnum n

| STRING s -> Mstring s

| BOOL b -> Mbool b

| "("; ")" -> Munit

and Re
ord =

parse Expr9 e; "with"; fields l -> Mwith(e,l)

| Expr9 e; "without"; labs l -> Mwithout(e,l)

| fields l -> Mwith(Mre
ord Mnull,l)

and labs =

parse -> [℄

| IDENT s -> [s℄

| labs l; ";"; IDENT s -> s::l

and fields =

parse -> [℄

| field p -> [p℄

| fields l; ";"; field p -> p::l

and field =

parse IDENT s; "="; Expr9 e -> (s,e)

and entry Pat =

parse Pat2 p; Literal"as"; Ident0 s -> Msyn_pat(p,s)

| Pat2 p -> p
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and Pat2 =

parse Pat1 p; ","; Pat2 q -> Mpair_pat(p,q)

| Pat1 p -> p

and Pat1 =

parse Pat1 p; "::"; Pat1 q -> M
onstr_pat("Cons",Mpair_pat(p,q))

| "\'"; Ident0 s; Pat0 p -> M
onstr_pat(s,p)

| Ident0 s; Pat0 p -> M
onstr_pat(s,p)

| Pat0 p -> p

and Pat0 =

parse Cpat 
 -> M
onst_pat 


| "_" -> Mwild_pat

| Ident0 s -> Mvar_pat s

| "["; "℄" -> M
onstr_pat("Nil",M
onst_pat Munit_pat)

| "\'"; Ident1 s -> M
onstr_pat(s,M
onst_pat Munit_pat)

| "{"; Rpat r; "}" -> Mre
ord_pat r

| "("; Pat p; ":"; Texpr t; ")" -> Mstraint_pat(p,t)

| "("; Pat p; ")" -> p

and Cpat =

parse NUM n -> Mnum_pat n

| STRING s -> Mstring_pat s

| BOOL b -> Mbool_pat b

| "("; ")" -> Munit_pat

and Rpat =

parse Rpat1 r -> [r℄

| Rpat R; ";"; Rpat1 r -> r::R

and Rpat1 =

parse Ident0 s; "="; Pat1 p -> s,p

and Ident0 =

parse IDENT s -> s

| "prefix"; Infix0 s -> s

and Ident1 =

parse Ident0 s -> s

| BOOL b -> string_of_bool b

and Infix0 =

parse INFIX i -> i

| ("+" as n) -> n

| ("-" as n) -> n

| ("*" as n) -> n

| ("/" as n) -> n

| ("=" as n) -> n

| ("<=" as n) -> n

| (">=" as n) -> n

| ("<" as n) -> n

| (">" as n) -> n

| ("<>" as n) -> n

| ("�" as n) -> n

| ("^" as n) -> n

| ("not" as n) -> n
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| ("or" as n) -> n

| ("&" as n) -> n

;;

let parse = (M "M").Parse;;

#set default grammar Type;;

type Lexpr

= Lvar of pat

| Lapp of Lexpr * Lexpr

| Lfun of (Lpat * Lexpr) list

| Llet of Lpat * Lexpr * Lexpr

| Lpair of Lexpr * Lexpr

| Lre
ord of Lre
ord

| L
onst of M
onst

| Lstraint of Lexpr * Texpr

and Lre
ord

= Lnull

| Lwith of Lexpr * (label * Lexpr) list

| Lwithout of Lexpr * label list

and Lpat

= Lvar_pat of pat

| L
onstr_pat of pat & Lpat

| Lwild_pat

| L
onst_pat of M
onst_pat

| Lpair_pat of Lpat & Lpat

| Lre
ord_pat of (label & Lpat) list

| Lstraint_pat of Lpat & Texpr

| Lsyn_pat of Lpat & pat

and pat = {surname : string; mutable annotation : Type};;

let global_values = ve
tor 50 of ([℄: (string * multi_equation) list);;

let get_value, store_value = make_table 0 global_values

and get_
onstr, store_
onstr = make_table 1 global_values;;

let empty = << [0℄ >>;;

let pat_of_var x = {surname = x; annotation = empty} ;;

let sort_fields_gt = sort (fun
tion (a,_), (b,_) -> gt_label (a,b));;

let Linp values p =

let values = ref values in

let pat_of_var s =

let p = pat_of_var s in

values := (s,p)::!values; p in

(let p = Linp p in !values, p)

where re
 Linp p =

mat
h p

with Mvar_pat s -> Lvar_pat (pat_of_var s)

| M
onstr_pat(s,p) ->
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L
onstr_pat

({surname = s; annotation = get_
onstr s}, Linp p ?

raise unbound ("
onstru
tor",s))

| Mwild_pat -> Lwild_pat

| M
onst_pat 
 -> L
onst_pat 


| Mpair_pat(p,p') -> Lpair_pat (Linp p, Linp p')

| Mre
ord_pat L ->

Lre
ord_pat

(sort_fields_gt (map (fun
tion s,p -> label s, Linp p) (rev L)))

| Mstraint_pat (p,u) -> Lstraint_pat (Linp p, u)

| Msyn_pat (p,s) -> Lsyn_pat(Linp p, pat_of_var s)

;;

let re
 Lin values = Lin_values

where re
 Lin_values e =

mat
h e

with Mvar s ->

Lvar (asso
 s values ? {surname = s; annotation = get_value s}) ?

raise unbound ("variable",s)

| Mapp (e,e') -> Lapp (Lin_values e, Lin_values e')

| Mfun L ->

let lin (p,e) =

let values, p = Linp values p in

p, Lin values e in

Lfun (map lin L)

| Mlet (b,p,e,e') ->

let values, p = Linp values p in

let e =

if b

then Lapp (Lin_values (Mvar "&fix"), Lfun [p, Lin values e℄)

else Lin_values e in

let e' = Lin values e' in

Llet (p, e, e')

| Mif (b,e,e') ->

Lin_values (Mapp (Mapp (Mapp (Mvar "&if", b), e), e'))

| M
onstr(C,e) ->

Lapp (Lvar {surname = C; annotation = get_
onstr C}, Lin_values e) ?

raise unbound ("
onstru
tor",C)

| M
onst 
 -> L
onst 


| Mpair (e,e') -> Lpair (Lin_values e, Lin_values e')

| Mdot (e,s) ->

Lin_values

(Mapp (Mfun [Mre
ord_pat [s, Mvar_pat"[dot℄"℄, Mvar "[dot℄"℄, e))

| Mre
ord r ->

Lre
ord

begin mat
h r with

Mnull -> Lnull

| Mwith (e,L) ->
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let L = map (fun (s,e) -> label s, Lin_values e) (rev L) in

Lwith (Lin_values e, sort_fields_gt L)

| Mwithout (e,L) ->

Lwithout (Lin_values e, sort gt_label (map label (rev L)))

end mat
h

| Mstraint (e,t) -> Lstraint (Lin_values e, t)

;;

C.6 C�ur du syst�eme

C.6.1 Une petite optimisation

Il est plus naturel pour le typage de l'appli
ation de �ltrer le type de l'argument par un type 
�e
he

plutôt que de 
onstruire un type 
�e
he que l'on s'empresse d'uni�er ave
 le type de l'argument. Nous

introduisons don
 une fon
tion mat
h_arrow. De même nous utiliserons une fon
tion mat
h_pi pour

extraire la tou�e d'un type enregistrement.

let var0 = << [0℄ >>;;

let arrow0 = << ^var0 -> ^var0 [0℄ >>;;

let mat
h_arrow U =

let U = devil U in

let u = baby U.state in

mat
h u.term

with Term (Other C, V::W::_) ->

if eq (C.ni
kname, arrow.ni
kname) then V,W else 
ontinue

| Var ->

let V = << [u.down℄ >> in

let W = << [u.down℄ >> in

U.state <- Dead << ^V -> ^W [u.down℄ >>;

V, W

| _ -> raise 
ollision (U, arrow0)

;;

let pi0 = << ^var0 'Pi [0℄ >>;;

let mat
h_pi U =

let U = devil U in

let u = baby U.state in

mat
h u.term

with Term (Other C, V::_) ->

if eq (C.ni
kname, pi.ni
kname) then V else 
ontinue

| Var ->

let V = << [u.down℄ >> in

U.state <- Dead << ^V 'Pi [u.down℄ >>; V

| _ -> raise 
ollision (U, pi0)

;;

C.6.2 Primitives sur les objets enregistrements

Nous regroupons les types des primitives sur les enregistrements dans un objet mutable unique ; il

sera ainsi fa
ile de les modi�er, par exemple pour essayer plusieurs variantes du typage des enreg-

istrements. Nous donnons par d�efaut les primitives du syst�eme �ML.

let pre = 
reate true ("pre", Prefix "pre", [℄, flag, zero)

and abs = 
reate true ("abs", Prefix "abs", [℄, flag, zero);;
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let absent = << '(Other abs) [0℄>>

and present = << '(Other pre) [0℄>>;;

type type_re
ord =

{!pat : num -> (label * Type) list -> Type;

!null : num -> Type;

!new: num -> Type -> (label * Type) -> Type;

!forget: num -> Type -> label -> Type};;

let type_re
ord =

let pat n L =

let R =

it_list

(fun R (a, U) -> << a: (^present . ^U [n℄) ; ^R [n℄ >>)

<< [n℄ >>

L in

<< ^R 'Pi [n℄ >> in

let null n = << ^absent . ([n℄) [n℄ >> in

let new n V (a, U) =

let W = << [n℄ >> in

simplify (V, << a: ([n℄); ^W [n℄ >>);

<< a: (([n℄) . ^U [n℄) ; ^W [n℄ >> in

let forget n V a =

let W = << [n℄ >> in

simplify (V, << a: ([n℄); ^W [n℄ >>);

<< a: (^absent . ([n℄) [n℄); ^W [n℄ >> in

{pat = pat; null = null; new = new; forget = forget};;

C.6.3 Typage des motifs de �ltrage

Le typage des motifs de �ltrage pourrait être obtenu simplement par 
odage dans un langage sans

appel par �ltrage. Nous donnons un typage dire
t, 
ar 
'est aussi simple que d'e�e
tuer la tradu
tion.

La pr�e
aution �a prendre est de v�eri�er que les motifs sont lin�eaires.

let unit = 
reate true ("unit", Prefix "unit", [℄, usual, zero)

and num = 
reate true ("num", Prefix "num", [℄, usual, zero)

and string = 
reate true ("string", Prefix "string", [℄, usual, zero)

and bool = 
reate true ("bool", Prefix "bool", [℄, usual, zero);;

let Num = << '(Other num) [0℄>>

and String = << '(Other string) [0℄>>

and Unit = << '(Other unit) [0℄>>

and Bool = << '(Other bool) [0℄>>;;

let map_snd f = map (fun
tion u,v -> u, f v);;

let type_pat n =

let instan
e_n = instan
e n in

type_pat

where re
 type_pat p =

mat
h p

with Lvar_pat p ->

p.annotation <- << [n℄ >>
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| L
onstr_pat (C, p) ->

let u,v = mat
h_arrow (instan
e_n C.annotation) in

simplify (u, type_pat p);

v

| Lwild_pat -> << [n℄ >>

| L
onst_pat 
 ->

(mat
h 


with Mnum_pat n -> Num

| Mstring_pat s -> String

| Mbool_pat b -> Bool

| Munit_pat -> Unit)

| Lpair_pat (p,p') ->

<< ^(type_pat p) * ^(type_pat p') [n℄ >>

| Lre
ord_pat L ->

type_re
ord.pat n (map_snd type_pat L)

| Lstraint_pat (p,t) ->

let u = type_pat p in

let v = Texpr_to_Type n t in

simplify (u,v);

u

| Lsyn_pat (p,v) ->

v.annotation <- type_pat p

;;

C.6.4 Extension du typage des expressions

let re
 type_expr n =

let type_pat_n = type_pat n in

let instan
e_n = instan
e n in

type_expr_n

where re
 type_expr_n e =

mat
h e

with Lvar x ->

instan
e_n x.annotation

| Lapp (e,e') ->

let u,v = mat
h_arrow (type_expr_n e) in

simplify (u, type_expr_n e');

v

| Lfun ((p,e)::M) ->

let u = type_pat_n p in

let v = type_expr_n e in

do_list

(fun
tion p, e ->

simplify (u, type_pat_n p);

simplify (v, type_expr_n e))

M;

<< ^u -> ^v [n℄ >>
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| Llet (p, e, e') ->

let N = !a
tive_system in

let N1 = ve
tor ve
t_length N + 1 of [℄ in

do_ve
t_i (fun i u -> N1.(i) <- u) N;

a
tive_system := N1;

let u = type_expr (n+1) e in

let v = type_pat (n+1) p in

simplify (u,v);

a
tive_system := N;

do_ve
t_i (fun i _ -> N.(i) <- N1.(i)) N;

balan
e_all n [u℄ N1.(n+1) N;

type_expr_n e'

| L
onst 
 ->

(mat
h 


with Mnum n -> Num

| Mbool b -> Bool

| Mstring b -> String

| Munit -> Unit)

| Lpair(e,e') ->

let u = type_expr_n e in

let v = type_expr_n e' in

<< ^u * ^v [n℄ >>

| Lre
ord Lnull ->

<< ^(type_re
ord.null n) 'Pi [n℄ >>

| Lre
ord (Lwith (e,L)) ->

let u = type_expr_n e in

let v =

it_list

(type_re
ord.new n)

(mat
h_pi u)

(map_snd type_expr_n L) in

<< ^v 'Pi [n℄ >>

| Lre
ord (Lwithout (e,L)) ->

let u = type_expr_n e in

let v = it_list (type_re
ord.forget n) (mat
h_pi u) L in

<< ^v 'Pi [n℄ >>

| Lstraint (e,t) ->

let u = type_expr_n e in

let v = Texpr_to_Type n t in

simplify (u,v);

u

| Lfun [℄ -> failwith "type_expr";;

C.7 Extension de l'environnement utilisateur

ex
eption error;;

let error = "Type
he
king error:";;
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#set default grammar Pretty:Exe
;;

let print_power p =

<< [ (print Zero -> "*"

| Effe
tive [℄ -> "[℄"

| Effe
tive (a::A) ->

print_label a;

( * (print a -> "."; print_label a)) A) p℄ >>;;

let handle f =

try f()

with rebound (s,d) ->

<< [<v> error; " variable '"; Ident s; " is bound twi
e in";

\-; print_Texpr_de
l d℄ >>;

raise error

| unbound (m,s) ->

<< [<hv> error; " unbound "; Ident m; \-; Ident s℄ >>;

raise error

| 
ollision (u,v) ->

<< [<hv> [<h> error; " 
ollision between"℄; \-;

[<hv> print_Type u; \-; "and"; \-; print_Type v℄℄ >>;

raise error

| 
y
le u ->

<< [<hov> error; " 
y
le "; \-; print_Type u℄ >>;

raise error

| report (err, u) ->

<< [<hov> error; " in signature 
he
king "; \-;

{fun
tion

Esort (Sort u, Sort v) ->

<< " in
ompatible sorts"; \-; Ident u; " and";

\-; Ident v >>

| Epower (u,v) ->

<< " in
ompatible sorts"; \-; print_power u; " and";

\-; print_power v >>

| Eadd (a,A) ->

<< " label "; print_label a; " 
annot be added";

\-; "to power"; \-; print_power A >>

| Eother s ->

<< Ident s>>} err; " in";

\-; print_Texpr u℄ >>;

raise error;;

let eval_expr s e=

let eval() =

let e = Lin [℄ e in

let p = pat_of_var s in

let e = Llet (Lvar_pat p, e, L
onst Munit) in

a
tive_system:= [|[℄|℄;

type_expr 0 e;

store_value s p.annotation;

<< [<hov 2> [s; " :"℄; \-; print_Type {p.annotation}℄ >> in

handle eval;

a
tive_system:= [|[℄|℄;;

let eval_type d =

let eval() =

a
tive_system:= [|[℄;[℄|℄;
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let L = type_type 1 d in

balan
e_all 0 (map snd L) [℄ [|[℄|℄;

a
tive_system:=[|[℄|℄;

do_list (un
urry store_
onstr) L;

<< [<v> "New 
onstru
tors de
lared:";

( *(print u -> \-; Ident {fst u}; " : "; [print_Type {snd u}℄)) L℄ >>

in

handle eval;;

ex
eption exit;;

let eval d =

reset_namer();

begin mat
h d

with Mde
l (b,(Mvar_pat s as p),e) ->

eval_expr s (if b then Mlet(b,p,e,Mvar s) else e)

| Mde
l (b,(Mstraint_pat(Mvar_pat s,t) as p),e) ->

eval_expr s (if b then Mlet(b,p,e,Mvar s) else Mstraint (e,t))

| Mexpr e -> eval_expr "it" e

| Mtype d -> eval_type d

| Mexit -> raise exit

| Mde
l _ -> failwith "Constru
tion not supported"

end mat
h;

print_newline();;

let step() =

eval (mat
h eval_syntax(parse()) with dynami
 (x:M) -> x);;

let re
 typ() =

let re
 loop() =

print_newline();

begin try step() with error -> failwith "error" end try;

typ() in

try loop() with exit -> ();;

let re
 top() =

let re
 loop() =

print_newline();

begin try parsing_handler print_syntax_error step()

with error -> print_newline()

end try;

loop() in

let prompt = prompt() in

set_prompt "> ";

begin try loop()

with exit -> set_prompt prompt

| _ -> set_prompt prompt reraise

end try

;;

#set default grammar Type;;
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Il sera n�e
essaire d'initialiser l'environnement global par quelques primitives avant de 
ommen
er �a

jouer.

re
ursive_types:= true;;

step();;

fun f -> (fun x -> f (x x)) (fun x -> f (x x));;

store_value "&fix" (get_value "it");;

re
ursive_types:= false;;

step();;

let re
 x = (x: bool -> 'a -> 'a -> 'a) in x;;

store_value "&if" (get_value "it");;

A�n de travailler dans plusieurs environnement simultan�ement, il est utile d'�e
rire une fon
tion de

sauvegarde de l'environnement.

let 
opy_ve
t U V = do_ve
t_i (fun i u -> V.(i) <- u) U;;

let save() =

let values = ve
tor ve
t_length global_values of [℄ in


opy_ve
t global_values values;

let symbols = !global_symbols in

let pat = type_re
ord.pat in

let null = type_re
ord.null in

let new = type_re
ord.new in

let forget = type_re
ord.forget in

fun() ->


opy_ve
t values global_values;

global_symbols := symbols;

type_re
ord.pat <- pat;

type_re
ord.null <- null;

type_re
ord.new <- new;

type_re
ord.forget <- forget;

();;

let restore = save();;

L'utilisateur pourra se d�e�nir un environnement prelude. Le nôtre sera le suivant :

re
ursive_types:= true;;

typ();;

let fix_point f = (fun x -> f (x x)) (fun x -> f (x x));;

let re
 iff = (iff: bool -> 'a -> 'a -> 'a) in iff;;

exit

re
ursive_types:= false;;

(*

store_value "fix_point"

(Type_to_typ 1 <:Type< ('a -> 'a) -> 'a >>)

;;

*)

store_value "if" (get_value "it");;
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typ();;

let re
 magi
 = magi
;;

let re
 (equal:'a -> 'a -> bool) = equal;;

let (prefix +: num -> num -> num) = magi
;;

let (sup: num -> num -> bool) = magi
;;

let (prefix &: bool -> bool -> bool) = magi
;;

let (Erreur: string -> 'a) = magi
;;

let (eq: 'a -> 'a -> bool) = magi
;;

let prefix - = prefix +;;

let su

 x = 1+x;;

let pred x = 1-x;;

let (I: 'a -> 'a) = magi
;;

let (failwith: string -> 'a) = magi
;;

let prefix or x y = if x then true else y;;

let fst (x,y) = x;;

let snd (x,y) = y;;

type list('a) = Nil of unit | Cons of 'a * list('a);;

let 
ons = fun x y -> 'Cons (x,y);;

let prefix o f g x = f (g x);;

let it_list f =

let re
 iter = fun a -> fun
tion

Nil() -> a

| Cons(h,t) -> iter (f a h) t

in iter

;;

let list_it f l b =

let re
 iter = fun
tion

Nil() -> b

| Cons(h,t as l) -> f h (iter t)

in iter l

;;

let append = list_it 
ons;;

let mem u =

let re
 memre
 = fun
tion

Nil() -> false

| Cons(h,t) -> (equal u h) or (memre
 t)

in memre


;;

let re
 length = fun
tion

Nil() -> 0

| Cons(_,t) -> su

 (length t)

;;

let re
 map foo = fun
tion

Nil() -> 'Nil()

| Cons(h,t) -> 'Cons (foo h, map foo t)

;;
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let hd (Cons(h,t)) = h;;

let tl (Cons(h,t)) = t;;

();;

exit

let prelude = save();;

Il est tr�es fa
ile de d�e�nir l'environnement de typage pour le syst�eme �ML

0

.

restore();;

global_symbols :=

filter_neg (fun (s,_) -> mem s ["pre"; "dot"; "field"℄) !global_symbols;

();;

let Pre = 
reate true ("Pre", Prefix "Pre", [usual, zero℄, field, zero)

and Abs = 
reate true ("Abs", Prefix "Abs", [℄, field, zero);;

let Absent = << '(Other Abs) [0℄>>

and Present = Other Pre;;

let pat n L =

let R =

it_list

(fun R (a, U) -> << a: (^U 'Present [n℄) ; ^R [n℄ >>)

<< [n℄ >>

L in

<< ^R 'Pi [n℄ >> in

let null n = << ^Absent >> in

let new n V (a, U) =

let W = << [n℄ >> in

simplify (V, << a: ([n℄); ^W [n℄ >>);

<< a: (^U 'Present [n℄) ; ^W [n℄ >> in

let forget n V a =

let W = << [n℄ >> in

simplify (V, << a: ([n℄); ^W [n℄ >>);

<< a: ^Absent; ^W [n℄ >> in

type_re
ord.pat <- pat;

type_re
ord.null <- null;

type_re
ord.new <- new;

type_re
ord.forget <- forget;;

let weak = save();;

restore();;
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Notations

u, v, w, suites d'�el�ements.

x, y, z, �el�ements d'une suite.

�, �, sortes.

�, $, tuples de sortes.

f , g, h, symboles, symboles tou�us.

f

0

, g

0

, h

0

, symboles quel
onques des alg�ebres tou�ues.

a, b, 
, symboles 
onstants ou �etiquettes 2.

P , Q, R, puissan
es e�e
tives.

�

P ,

�

Q,

�

R, puissan
es quel
onques.

�, �, 
, Æ, variables de termes (de types).

V , W , ensembles de variables.

X , Y , Z , ensembles des variables li�ees des types quanti��es.

�, � , �, �, termes (de types).

�

f

, �

f

, �

f

, termes fronti�eres.

�

g

, �

g

, �

g

, types g�en�eriques.

�, �, �, substitutions.

�

f

, �

f

, �

f

, fronti�eres.

�

g

, �

g

, �

g

, substitutions g�en�eriques.

�, �, renommages.

�

g

, �

g

, renommages de V

g

sur V ou de V sur V

g

.

e, e

0

, multi-�equations.

M, N , syst�emes de multi-�equations.

U , U

0

, uni�
andes.

�, �, ensembles 
omplets d'uni�
ateurs.

',  , �, variables de la sorte �eld ou expansions.

�, �, 
ontextes de typage.

Utilisation des m�eta-variables.
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R�esum�e

Le langageML est un langage fon
tionnel typ�e polymorphe ave
 synth�ese

de types. Nous proposons une m�ethode plus qu'une solution, �a la fois simple

et eÆ
a
e, permettant la synth�ese des types dans une extension deML ave


des objets enregistrements ave
 h�eritage. Simpli
it�e, 
ar les r�egles de typage

deML ne sont pas modi��ees, l'h�eritage �etant obtenu simplement par le po-

lymorphisme dans les types enregistrements. EÆ
a
it�e, 
ar nous montrons


omment extraire naturellement �a partir des r�egles de typage un algorithme

ave
 partage et permettant un 
al
ul in
r�emental de la g�en�eralisation.

Les objets enregistrements sont des fon
tions partielles de domaines �nis

d'un ensemble d�enombrable d'�etiquettes vers l'ensemble des valeurs. Nous

leurs asso
ions des types enregistrements qui sont des fon
tions partielles

de l'ensemble des �etiquettes vers l'ensemble des types, que nous rendons

totales en d�e�nissant des types par d�efaut pour les �etiquettes absentes.

Les types enregistrements sont repr�esentables de mani�ere �nie dans

une alg�ebre de termes munie d'une famille d'�equations tr�es s�ev�erement


ontrol�ees par des sortes, que nous appelons la th�eorie tou�ue �a brins

�etiquet�es. Dans une tou�e, l'extra
tion des brins est obtenue par substitu-

tion pour les variables et par propagation vers la ra
ine par des �equations

de distributivit�e, et la permutation des brins est assur�ee par des �equations

de 
ommutativit�e gau
he.

Nous montrons que la th�eorie tou�ue �a brins �etiquet�es est une th�eorie

syntaxique, et nous en d�eduisons fa
ilement que l'uni�
ation y est d�e
idable

et unitaire. Puis nous montrons que l'alg�ebre des types de ML peut être

�etendue ave
 une th�eorie d�e
idable, unitaire et r�eguli�ere.

Le langage obtenu est param�etr�e par le jeu de primitives ave
 leur

types qui r�ealisent les op�erations �el�ementaires sur les enregistrements. Cette

m�ethode devrait s'�etendre �a des types r�e
ursifs et s'appliquer �a d'autres

langages que ML, notamment �a des langages ave
 de l'in
lusion de types.

Mots Clefs

Alg�ebres Tou�ues, Classes, H�eritage, In
lusion, Langages Fon
tionnels,



ML, Objets Enregistrements, Polymorphisme, Programmation Orient�ee

par les Objets, Synth�ese de Types, Th�eories Equationnelles, Th�eories Syn-

taxiques, Typage, Uni�
ation.


