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Littéraux
Nous supposons définie l'algébre libre de termes G, cons-
truite sur 1l'ensemble de variables U et l'ensemble d'opérateurs
¥ gradué par la fonction arité &,
On se donne maintenant un ensemble IK« {Ro'Ri'i f fini ou ~
dénombrable dis joint de U et¥, & gradué par une fonction
arité P: N —7H .Les é1éments de K sont dits prédicats ou
symboles de relations, et seront désignés par la suite par
P Qo Ry e ums
On appelle 1littéral tout mot sur ’UU?"Kde 1a forme

\IP T
Rit, ... tFi o R.eK & Vj= P tyjet,

et C est l'ensemble des littéraux.
La plupart des propriétés de © s’étendent aLl . on peut

déflnlr, si L= =Rt, cest el 5
U(L) = L‘J;"U(ti)
: "
d (L) 1+20(¢.),.. . ete.
Pour toute substitution ¢, on définit éL = R(Ut )...(trt )é'(

Soit E = {L ,...,L }CL . L'ensemble E est dit unlflable

-4, ¢a,d.
par la substltution o = 2 = ee-

que tous les Li aient méme prédicat.

= a'Ln. Une condition

nécessaire est bien
Comme pour 1 termes, il existe alors un unificateur principal

de E, q 1'on note UP(E). Finalement, on défirEt\\/ ,QQW 6\6_
v(E) = J O (L,). ok a il w § = UP(E).

, A&%f@’(} 162, , 00, Aok , B Yopd Vot
lauses / MM@,7 C‘V".dwu 7-=‘— T‘“e'-*\f“l’Q(E)II £ (€l .
ou P etN sont des ensembles

Une clause est une paire (P,X),
finis de littéraux. On considére l'ensemble € des clauses.

Si.C = Q’,N’), avec ?={P1v-'°'Pp; et N =iN1,,,,,Nni

on note
C=P1,-.Q,Pp éz?"N1'ooo,Nn °
Les P. sont appelés 1littéraux positifs, et on note C =F. De

T méme 1es NJ sont appelés littéraux negatlfs, et on note C =N'.
L'ordre des 1littéraux dans chaque groupe n'a pas d'1mportance

et on suppose qu'il n'y a pas de répétition. On définit

v(C) = v@)oUW).

Lorsque P =N= g, on dit que C est la clause vide, que 1'on

'note D.



¢ Sémantique

Soit un d—?~1angage a7,f ,ﬁ»). On appelle interprétation
tout x-f -structure '
o D I (domaine de 1'interprétation I) est un ensemble non-
~vide, les él1éments deTI sont des fonctions totales dans])I
cbfreSpondant en nombre et en arité aux opérateurs dans ¥ ;
les élémentS(ha'FI sont des relations dans bI correspondant
en nombre et en arité aux prédicats dans K ;

“ .
I(F,) : Di — D
. G ieN .
1(R,) : DFi — B —fo,1} V

Une valuation ¥ de I est une application'\’:z7—4'pi' qu'on

étend en un d—f—mornhisme sur T et L -
V(Ft ...t ) I(F)(*’(tI),...,V(tn)) vre F
Y(Rt, ceet ) = I(R)(P(ty),.... V(¢ ) VRE K.

C'est-a-dire que ¥ associe a chaque élément f£¥ G- un é1ément
v(t) de DI (1'objet désigné par t dans I,v), et & chaque
1ittéral L une valeur de vérité v(L) dans B . On dit que L
est vrai dans (I,Y) si V(L) = 1, faux sinon. On désigne par
VAL(I) l'ensemble des valuations de I.

Soit C une clause construite sur le langage (U, F,K). oOn
définit : 4

v(c) ={; si (YN€C_v(N) = 1) > (3rec, v(P) = 1)
sinon.
En particulier, oﬁ a toujours v(d) = oO.
On définit maintenant
I(C) ={1 si VvevAL(I) v(C)

O sinon,

|
-

et on dit que C est vrai dans I si I(C) = 1, faux sinon.
| Enfin, soit S un ensemble de clauées. on définit
I(S) =¢1 si Vces 1I(C) =1
{O sinon. i

Finalement, on dit que C est satisfiable, et on écrit

s SAT(C), ssi il existe une interprétation I telle que I(C) = 1.
Sinon, on dit que C est insatisfiable, et on écrit INSAT(C).

Mé&mes définitions pour S. La propriété duale est la validité :
C est valide ssi I(C) = 1 pour toute interprétation I; de

méme pour S.



. Bﬁéglution
Nous allons maintenant définir la régle d'inférence de

résolution qui associe une clause C i deux clauses C et Ci
comme suit. Tout d'abord, si C et C' ne sont pas séparées,
c'est-a-dire si V(C)nTV(C') £ @B, alors remplacer C' par ZC!

ot £ est une injection de U(C') dans U - U(C). On suppose

maintenant que V(C)n V(C') = &.
Soit ?£C+ , Nrect , P,N 4F, tels que PuN' soit uni-

fiable. Soit o= UP(PunN'),

€, = o(c! u(c, —7P))
€ = o(c_v(cr —x')).

On dit que C
on note C € RES(C,C').

Lemme 1 (de validité) . Soient C,C'eﬁ o EGRES(C,C'). Alors
pour toute ipterprétation I telle que I(C) = 1 &

¢ (E;,E_) dérive de C et C' par résolution, et

I(C') = 1, on a I(E) = 1, -
Démonstration : soit C € RES(C,C'), avec P, N' et o comme ci-
Donc 3Y €VAL(I) telle que

1
0.

-dessus. Soit I telle que I(C) = of
VL € oC vo(C' -«1) J(L)
VL e ecCluo(c, -F) v(L)
Soit M =P =oK'. Si ¥(M) = 0, alors v’
v'(C) = 0, et donc I(C) = 0. Si

= ve0 cVAL(I) est

telle que v(M) = 1, alors

f'(C') = O et donc I(C') = O.E]

Réfutation

La régle d'inférence de résolution permet de définir une

relation de déduction l’— entre clauses comme suit.
Soit S un ensemble de clauses. On dit que de S on déduit

C par résolution, et on écrit Sk C, ssi 301”"’Cne€ tels

que C = Cn et
Visn * soit CieS

> solt A j,k<i C,€ RES(CJ,,Ck).

On dit que l'ensemble S est réfutable ssi S+ 0O (on peut

déduire la clause vide de S).

Théoréme. VS INSAT(S) <> St D (S est satisfiable ssi S

n'est pas réfutable).

Démonstration : voir plus loin.
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De ce résultat, on tire une méthode de preuve compléte
pour la logique de 1°F ordre. Soit une théorie définie par
les axiomes A.,...,A . Pour montrer que la proposition T est

1 n

un théoréme de la théorie, il faut montrer que la proposition
= A e o A >
,p ( 1" A n):’T

est -valide, ce qui est équivalent & montr~r que —1p est
insatisfiable, ce qui est équivalent & montrer INSAT (€ (1p)),
ce qui est équivalent A montrer Y:C1p)v—lj, i.e.

€(4,),.... €A ), €AT) - O .
EXEMPLES ; i
'1°) Certains étudiants sérieux assistent a tous les cours

d'ihformatique. Aucun étudiant sérieux n'assiste 3 un

cours stupide. Donc aucun cours d'informatique n'est

| sZupide. :
On axiomatise les concepts en jeu par :
E(x) x est un étudiant sérieux
S(x) x est un cours stupide
I(x) x est un cours d'informatique
A(x,y) 1'étudiant x assiste au cours y.

A1 3+ Fx (BE(x) A Vy(I(y) 2 A(x,y)))
A2 Vx (E(x) 2 Vy(s(y)o 714(x,y)))
T Vx (I(x) 3 1s(x)) '

donnent 1l'ensemble de clauses

c1 E(X) &« } (A1)

€2 A(X,y) « I(y) _
c3 « E(x),s(y),A(x,y) (a2)
ch I(Y) «

C5 S(Y) « } ; (T)

d'oll on obtient la réfutation suivante :

c6  A(X,Y) « o 43 ; RES (4,2)
Cc7 « 5(v),A(x,y) , RES(1,3)
c8 <« A(X,Y) | - RES(5,7)
Cc9 a : : ' RES(6v8)
correspondant a 1'arbre de preuve - 4\ /2 t‘\ 13
: 6 5 7
5 N,
. 9

¥, = . =77 : 4 . i " | ‘
R v gk A b e lgfa~ ./vat‘v\é%wz"\w

) |
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2°)hDags un groupe, 1'élément neutre A droite est aussi

neutre a gauche. Axiomatisation :

B P(x,y,z) : x Ay = 2z
I(x) s x71

, E : é1ément neutre

1 P(x,I(x),E) « I inverse a droite
2 P(x,E,x) « ] E neutre a droite
3 P(x,y,z) ¢« P(u,v,x),P(v,y,w),P(u,w,z)

4 P(x,y,z) é-P(x,u,w),P(u,v,y),P(w,v,z)} associativite
5 <« P(E,A,A) T ;

6 ¢ P(E,u,w),P(u,v,A),P(w,v,A) RES(4,5)

7 <« P(E,v,A) - RES(2,6)

8 - P(u,v,E),P(v,¥»,w),P(u,w,A) RES(3,7)

9 ¢« p(A,v,E),P(v,y,E) RES(2,8)
10 « P(A,v,E) ' - RES(1,9)
11 . ¢ o ' RES(1,10)

Dans cet exemple, l'arbre de preuve est linééire. Celui
de l'exemple 1 ne 1l'est pas, mais il est facile de modi-
fier 1la preuﬁe de maniére a le rendre lindaire.
Malheureusement, ceci n'est pas toujours possible

comme le montre le contre-exemple 2

3°) 1 A,Bg& ‘ ,
2 A< B
3 B e« A
4 €« A,B

Domaine de Herbrand, arbres sémantiques.

So0oit S un ensemble de clauses construit sur tnT,’{. On

supnose que TO Z @ (si ‘;0 = @, on ajoute z‘af une constante A).

On appelle domaine de Herbrand de S 1'ensemble des tefmes

fermés construits sur F :
H -t{teT.v(t) =93.
Autrement dit, 11 est le plus petit ensemble de termes fermé

par : _ :
tyaeeent €H & reF_ = Ft,...t e H .

('H £ @ car '}‘(2 ?07! ¢ par hypothése).

On appelle base de Herbrand de S l'ensemble de tous les 1it-

téraux fermés construits sur TK et 3: :

7 fre it s BER | 4,008 € HE.

2
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Une interprétation de Herbrand de S consiste & interpréter S

en prenant comme domaine d'interprétation 71 , et en inter-

prétant F‘é?i comme la fonction
tl,...’tn H Ft1--otn.

Une telle interprétation est spécifide de maniére unique par

un sous-cnsemble I de ‘H : on interpréte Rt1..Qtn_é M par 1la

fonction caractéristique de I :

{1"51 Rty...t_e€I
n . Y

O sinon.

Dans une interprétatioﬁ de Herbrand, 1les valﬁations sont des
substitutions. On peut donc interpréter dans I une clausé C
comme suit. . ' 7 _

Soit X = t_(r : ‘U“”Hfl'ense‘nble des substitutions restreintes

\

au domaine: de Herbrand. On a :

1(C) ={1 si Vo€L o(c_)cI = o(Cc )oI £ 8

O sinon.

F etk étant des ensembles finis ou dénombrables, H et H
sont des ensembles dénombrables. Considérons une énumération
arbitraire de H: 14 = i‘hI’ o PREAE I hi"”’ } .Une interpré-

tation de Herbrand peut &tre représentée par sa fonction

caractéristique dans :ﬁﬁ‘, ou par sa branche de 1l'arbre séman-

tiggg_: e o o o o h1
. 0A1
- Q/&eék\i e o o o h,
@ e o & B

3
qui décrit toutes les interprétations de Herbrand.
L'intér&t des interprétations de Herbrand provient du lemme

suivant.

Lemme 2 . Soit S un ensemble quelcongque de clauses. S est

satisfiable ssi S est satisfiable dans une inter-

prétation de Herbrand de S.

Démonstration :

& est trivial

2% Soit I une interprétation qui satisfait S. On définit
une interprétation de Herbrand I' de S par '



PITE o\ WK

7
th'.. Eu 696 VRGQ
Rtye..t el' & I(R)(l(t ),...,I(t )) =

(dans 1le cas ou initialement:fo = ¢, et ol on rajoute A éa:,
alors on peut choisir I(A) comme un é1ément arbitraire du
domaine d'interprétation D de 1). .

Par construction, I' satisfait S : & chaque o de Y , faire

correspondre la valuation -J de I telle que

VXé'U ‘,(X) = I(Ux) - . . "\__1&_,0\—5'\-’"‘"\" ¢ l
EXEMPLES | Hepah, ~—*t—f—’<~;”¢ At*/
Prenons 3 = F , = {aB} , F=F, - fp.ad . arel 2 ;ﬁi“::{
iA:B} et ﬁ = tP(A),Q(A),P(B) ,a(B) 3 . VAL ]

On consideéere les clauses :

c1 p(x).Q(y) €

Cc*'1 P(x),Q(x) <«

c2 < p(a9 o N
C3- <« Q(B)

et les ensembles de clauses

s = §c1,02,c31
LR ULk MmN § T

On a pour'S‘et S' des arbres sémantigues finis A et A'
P(A)
Q(a)
P(B)

Q(B)

On a représenté par des points noirs les points.de i'arbre A
(reSp. A') correspondant a des interprétations qui rendent
fausse (0) 1'une des clauses de S (resp. S'). Nous allons
maintenant définir pr801sement cette notion.

Chaque noeud d'un arbre sémantique est designé par un mot
u¢€ 3*:(occurrence de ce noeud). On appelle interprétation de
Herbrand partielle associéde au noeud d'occurrence u l'ensemble

1p(u)c Hx D défini par

Ip(e) = @ : ' '
1p(u0) = IP(u)o i(hk,o)i S et
IP(ul) = IP(u)ov i(hK’1)3



On dit que u réfute la clause C lorsque

JoeXZ YNeC_ (¢N,1) € IP(u)
&.VPEC+ (oP,0) € IP(u)

En particulier, 1la racine_ﬂ\réfnte la clause vide . , et ne

réfute pas d'autre clause.- .

'On dit que u est noeud d'échec pour l'ensemble de clauses S
lorsque ;
a) JCE€s u réfute C
b) Yv<u (v ancétre de u) ;‘c'es v réfute C'.
Si u est noeud d'échec pour S, alorg I(S) = O pour toute
interprétation de Herbrand I prolongeant IP(u), c'est-a-dire
telle que'

VL (L,0)€e1pP(u) = LI, (L,1)eIP(u) LeI.

& i : s
On appelle arbre semantique fermé pour S un arbre

sémantique initial dont les feuilles (noeuds terminaux) sont

exactement les noeuds d'échec pour S.

EXEMPLE. Pour l'ensemble S ci-dessus, on obtient 1'arbre

sémantique fermé :

Par contre, S' ne posséde pas d'arbre sémantique fermé, a
cause de la feuille 0110 qui correspond a 1'interprétation

de Herbrand {Q(A),P(B)} qui satisfait S'.

Théoréme 1 (Herbrand 1930)

Soit S un ensemble quelconque de clauses. S est

insatisfiable ssi S posséde un arbre sémantique =

fermé pour S fini.

Démonstration : soit un arbre sémantique fermé pour S. Par

le lemme de Kénig, cet arbre est fini ssi il ne posséde pas
de branche infinie. S'il est fini, alors 3 est faux dans toute
interprétation de Herbrand de S, et donc insatisfiable par le
iemme 2. S'il est infini, une branche infinie détermine une

interprétation de Herbrand qui satisfait S, et réciproquement.



EXEMPLE Soit
s = 1Q(x) € P(x), P(F(¥)) « , « Q(Hy))]
# = {A,F(4), F(FEA)) ;ees

® = {P(a),q(a),p(F(4)),Q(F(4)), P(F(F(A))),~--} .

S est insatisfiable, et un-arbre sémantique fermé pour S est

P(A)
Q(a)
P(F(A))

Q(F(a))

Le théoréme “de Herbrand nous donne la passiblité d'écrire

une procédure de semi-décision pour la validité d'une propo-

sition P, en énunérant un arbre sémantique fermé pour é?ﬂTp)

I1 y a trois cas :

- on trouve en un temps fini un arbre sémantique fermé (donec
fini) : p est valide;

- 36 est fini et on trouve un arbre sémantique fini dont une
des feuilles n'est pas noeud d'échec : p est non—vallde;

- la procédure ne s'arréte pas : p est non-valide.

Les pgemiers programmes de démonstration automatique
étaient ai;;ﬁsur ce principe. Les programmes échouaient a
‘cause de l'explosion combinatoire formidable qui en découle.
En particulier, 1la longueur de preuve dépend de maniére cru-
ciale de I;énumération de % choisie.

Nous allons voir maintenant comment on peut interpréter
1e théoréme de Herbrand comme un théoréme de complétude pour
la régle de résolution, ce qui nous permet de définir des

procédures de démonstration automatique plus efficaces.

Péfinition. On appelle noeud d'inférence pour S un noeud

dont les deux successeurs sont noeuds d'échec

pour des clauses de S. >~

Lemme 3 (de suffisance).

Soit S un ensemble fini de clauses insatisfiable.

Alors S est réfutable.

Démonstration : considérons un arbre sémantique A fermé pour

S fini (dont 1l'existence est assurée par le th. 1). A posséde
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au moins un noeud d'inférence u (sinon il existerait une : ‘
branche infinie). Soient uO et ul les successeurs de u. Ce
sont des noeuds d'échec pour des clauses CO et C1 de S. Soit ‘

L le 1ittéral dans i; correspondant au noeud u :

"On suppose que CO et C1 ont leurs variables séparées. Consi-

& 7

que

dérons tout d'abord CO. Pour que uO soit noeud d'échec pour
CO et que u ne le soit pas, il faut que CO soit tel qu'il |
existe Ub et 770 ‘g.CO+ tels que

VP e 7° o,P=L & u réfute C = (cr(co 79, o‘co)

Dq&éme pour C1, il faut qu'il existe 7} et¢¥ﬂ.5;C1 tels

VN de O'_‘N =L & u réfute Cct = (V1C1+, 5-1(01_-)\1‘1)).

Comme CO et C1 sont supposées séparées, on peut considérer la

substitutlon O"Ou 0'1 qui unifie ? %) }(’ Soit ? = UP(P Ou N‘1 ),

C le résolvant correspondant de CO et Cl, Par définition de

UP, il existe une substitution q dans X telle que

f‘a? = d"o UCT1 ) : o~

Par construction, N réfute C en u. Il existe donc dans A
un noeud G%iu qui est noeud d'échec pour C. Soit A 1l'arbre

obtenu en coupant A en u. L'arbre A est un arbre sémantique

‘fermé pour SU ié} strictement plus petit que A. On peut donc |

I d

en itérant ce procédé, se ramener en un nombre fini d'étapes |
A 1'arbre sémantique fermé trivial, ce qui correspond a la , |

dérivation de la clause vide O par résolution a partir de S. o

Théoréme 2 (d'adéquation) (Robinson, 1965)
Vs INsaT(S) & St o

Démonstration : découle des lemmes 1 et 3.

REMARQUES

La notion d'arbre sémantique , et la preuve du théoréme
d'adéquation fondée sur cette notion sont dues a Hayes et
Kowalski.

Par cette méthode, il est possible de prouver la complé tude
de diverses régles d'inférence. On peut pour cela'généraliéer

la notion d'arbre sémantique. Il n'est pas nécessaire en



particulier que 1'arbre représente une énumération uniforme
de ég niveau par niveau. Il est possible d'examiner plusieurs

-

1ittéraux de 90 simultanément en un noeud, comme par exemple

PA, QB 1PA, QB
1PA)
QB

Mais il est nécessaire que deuz conditions soient remplies :

‘1) chaque noeud a un degré de branchement fini, et la dis-
jonction des conditions qui €étiquettent ses branches est
une tautologie du calcul des propositions.

2) toute branche infinie énumére complétement;ﬂ . Autrement

dit, par le lemme de Kénig, YL e H, Ik tel que toute
brAnche de longueur k contienne L ou -1L.(cette condition

est trés souvent impérfaitement définie dans la littéra-
turthre).

L'analyse de la preuve du théoréme d'adéquation ci-dessus
montre qu'on a pu se ramener a une pfeuve de complétude dans
le domaine de Herbrand, c'est-a-dire dans le calcul proposi-

tionnel grdce a deux résultats fondamentaux ;

- le théoréme de Herbrand, qui peut s'exprimer sous la forme:
un ensemble fini S de clauses est insatisfiable ssi il existe
un ensemble fini S°' deVClauses instances fermées de celles de
S qui soit insatisfiable propositionnellement.

- un lemme d'ouverture (lifting lemma) ;

si €} = 6;C, et €4 = 0,C, , pour tout C' € RES(C!,C}) il
existe C<ERES(C1,CZ) et o tels que C' = o¢C.

C{ C

Wcz
c\o_\c/

Ceci donne une méthode générale pour prouver 1la complétude

d'une restriction de la ré&gle de résolution, en se ramenant

au cas des clauses fermées.
Soit P une propriété des dérivations par résolution, qui

soit invariante par instanciation : P(D) <> P(D'), ou D' est

une instanciation de D, c'est-i-dire que toute clause A un

noeud de D' est une instance de la clause au noeud correspon-
dant de D (les arbres de D et D' sont isomorphes). Alors si

n .
Wy Ohiiluidni wit fa
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on prouve

(*)P—JVS' ensemble fini de clauses fe?mées
INSAT(S') <« 3D* P(D') & S' oy @

alors la propriété est vraie en retirant l'hfpothése

“fermées". C'est-A-dire que P est une restrictinn compléte

de 1la résolution.

EXERCICE : en faire la preuve complétement.

‘solution binaire

On appelle facteur d'une qlause C toute clause C' obtenue
en contractant deux ou plusieurs littéraux de méme signe a
1'aide de leur unificateur principal. ' )
: Plus précisément, sﬁ@ﬁ[cé; est unifiablé-d¢ﬁﬂifié—b, avec _
. o = UP(L), soit C' = Aot =%)vit}o€). On dit que C' est e
un facteur de C. Deméme en remplagant C+ par C_ . I1 est clair
que pour toute interprétation I, si I(C) = 1 alors I(C') = 1,

ce qui valide la régle d'inférence de factorisation !

Cc FF C* ou C' est un facteur de C.

: / . 4 . . L »
L'interét de cette régle réside dans le fait que toute réso-
lution peut se décomposer en deux factorisations et une

résolution binaire :

Résolution binaire

c,c’ FRB o((c,- {L.¥)vcr, c_v(cr - {L'})),
C,C' sépards, o = UP{L+,L"_?5 :

Toute résolution de C et C' est une résolution binaire d'un
facteur de C et d'un facteur de C'. Ceci s'appuie sur le fait
qu'une clause est son propre facteur et qu'on peut unifier
Pux' en unifiant P et N ! séparément par o = UP(P) et
o' = UP(N'), puis en rassemblant par UP(PuN') = UP(c P, G N1,
l'ﬁnificateur principal calculant un sup de termes «

On peut donc montrer que p est valide en obtenant une
réfutation de f:(ﬂp) par résolution binaire et factorisation.
La factorisation peut égalemeﬁt s'exprimer comme composition

de factorisations binaires.




13

Subsomption

Soient une clause C' et un ensemble de clauses S tels que
il existe C €S et une substitution o telle que o CcC', '
Alors{C%tJS est insatisfiable ssi S est insatisfiable. Autre-
ment dit, on peut suporimer C' lorsqu'elle est subsumée

(fil1trée) par une clause C de Ss

Suvpression des tautologies

De méme si C' est une tautologie, c'est-a-dire si C;r\C' % &.

Principe de pureté

Si C' posseéde un littéral L' qui ne s'unifie avec aucun
littéral L de signe opposé pour aucune clause C de S, on
peut également supprimer C', qui ne peut contribuer A une

réfutation de S.
dﬁz -
"Stratégies de démonstration automatique T |54

- Recherche diagonale .

-~ Top+down / Bottom-up .

- Ordonnancement pay mérite : poids, profondeur, unit.

Quelques restrictions complétes de la régle de résolution

i

a) Ensemble de supvport:-

Soit S un ensemble de clauses. On dit que TC S est un

ensemble de suvvort de S si S-T est satisfiable. La résolution

avec ensemble de supnport T ne considére pas pour résolution

deux clauses de S-T.

Complétude de la résolution avec ensemble de support

Si S est un ensemble fini de clauses, T<S, tels
que
INSAT(S) & SAT(S-T)

alors il existe une déduction de U & partir de S

ne résolvant pas entre elles les clauses de S—T.'

Démonstration : voir Chang et Lee. ﬁ&4raj;
b) Résolution 1linéaire : M————" T= { C‘S( C+ féj

Bien qu'on ne puisse imposer les résolutions complétement

lindaires, i.e. C,C' T 33CeS ou C'e S

on peut se restreindre aux résolutions pseudo-linéaires :

~
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C,C' - C. = Ce€S ouC'eS ouC ancétre de C' ou C' anc@tre de C.

‘s

La preuve de la complétude de cette restriction se trouve

également dans Chang et Lee.

c¢) Hyper-résolution

Soit P1 la propriété

C_ = ¢ 1lorsque C,C! }—— o SN

Théoréme 3. YS fini INSAT(S) & S b, O

Par la méthode ci-dessus, il suffit de prouver ce théoréne

pour S ensemble de clauses fermées, ce qui suit de

Lemme 4., Soit S ensemble fini de clauses fermées, avec
INSAT(S) et D4 S. Alors il existe un Pl-résolvant

de clauses de S qui n'appartient pas a S.

Démonstration : Soit L(S) l'ensemble des littéraux apparais-

sant dans S, et

Pos = {Ces ;¢ =¢g1.

POS £ #§ , car sinon 1l'interprétation de Herbrand A\L.O satis-
ferait S. De plus SAT(P0OS), par exemple par AL.1. Soit I

une interprétation de Herbrand satisfiant POS et telle que

g T T e e KBRS
P = cardiL EL(S) s I(L) = 1} soit minimum (on a p>0).
I(C) = O pour certaines clauses de S - POS. Soit C une telle
clause, telle de plus que q = card C_ soit minimum (on a q>0).

Soit LeC_. Il existe une clause C' € POS telle que
LeC! & YMeC! -{L} (M) = 0

(sinon, Y = I[L - OJ remplirait les conditions pour I avec
P'< p). Alors C = (C —?_L})U(C' —XL}) est un Pl-résolvant de C
et C', et donc de clauses de S. Montrons que E¢S 8
-siC=o0 Eg‘;s par hypothése,
-siC#£0 & E_ = @ alors EréPOS car I(C) = O et donc C¢s-
- sinon C n'est pas dans S-POS, car I(E) = 0 et q<q, et

donc _548 -7 : : ‘
REMARQUE : on peut remplacer ci-dessus P1 par NA

N1 C; = g lorSQue c,c' |- c .
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Toute P1-déduction de S peut 8tre décomposée en segments

B
\l ou AO— = AI— A An_
B
\I B £ ¢4 & BES
B
: I
A 1\' :
Th%
\C

De blus 1'ordre des Ai n'a pas d'imnortance. C'est-a-dire
,:qu'on peut sélectionner les littéraux des. By 4 résoudre dans

un ordre arbitraire, ou méme qu'on peut effectuer une

déduction composée de pas multiples :

!

On dit que C est obtenu par hyper-résolution de A A ,B,

OBt ™




Clauses dc Horwe
B cterea dC More

tue clause ¥ « K est de Horn si caxd(®) < 1.
Pr: vvifté sémantique fondamental+ : si S est un enseuwble de clauses de Horn,

e
et i I, et I, sont des interpriiiations de Herbrand qui satisfont S, alors
Iirnlz est une interprétztion qui satisfait §. Mieux, il existe une inter-—

pri ration de Herbrand minimale satisfaisant S : N Z I; I(S) =1%.

Ti-"21réme 4. Soit S un ensemble de clauses de Horn inéatisfiable. Alors i1
: il existe une réfutation de S par résolution telle que
- PU ¢ pi €,€" €. alors C_=9¢.

(positive unit resolution).

Démonstration : par le théordme 3 (PU est PI1).

Théoréme 5. Soit S un ensemble de clauses de Horn insatisfiable. Alors il
! : existe une réfutation de § par résolution telle que : .
: &
NI : siC,¢'" +C alors Ces C_ ¢ et C; =0 <:f'

(negative input resolution).

Démonstration : pér le dual du théoréme 3, en remplacant Pl par NI.

Toutes les clauses engendrées par la Nl-résolution sont entiérement négatives
et les arbres de preuve sont de la forme

\ C‘qust;
{° 6304l'v
1 négatives

clauses initiales

Le théoréme 4 permet de faire des réfutations "descendantes", le th8orsme
5 des réfutations "montantes". '

On peut montrer de plus que les litt8raux dans les clauses peuvent &tre
ordonnés de manidre 3 toujours réduire par résolutién le premier littéral
négatif d'une clause (Kuehner). Enfin, Hepschen et Wos ont montré que 1'on
peut se restreindre 3 la résolution binaire, la factorisation n'étant pas
nécessaire.

REMARQUES : pour les clauses non de Horn, input et unit sont des restrictions
non-complétes (voir 1'exemple ci-dessus ). Mais on peut montrer qu'il existe
une réfutation input ssi il existe une réfutation unit ssi les clauses
peuvent €tre renommées en clauses de Horn.

" La combinaison des deux stratégies n'est pas compléte, méme poﬁr les
clauses de Horn, comme le montre 1'exemple

R « <« P,Q,S 9
Q<+ R P« qQ,S

0 L L)
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Se limiter aux clauses de Horn revient a supprimer une certaine forme c.
non-déterminisme. Ceci permet d'avoir des méthodes de preuves complétes
plus efficaces que dans le cas général. Ce gain peut 8tre évalué précisément

dans le cas du calcul des propositions.

Fhéorcme 6. Soit p une pfoposition du calcul des propositions, S 1'ensemble

des clauses de f? (1p), n = card(S). On peut décider en temps

2 . = ;
n° si p est une tautologie.

Démonstration. Ordonnons S de maniére arbitraire, et divisons S en PU

(CePU <y C_= @) et NU =S - PU. On définjit 1'algorithme :

itérer si PU = @ : dcrire ('NON TAUTOLOGIE') ; sortir fsi ;
. soit u la premidre clause de PU ;
sz u n'a de résolvant avec aucune clause de NU :

PU«PU- §u 3

= sinon : soit v la premiére clauses de NU telle que

Jw u,v FR w 3
NU « NU - §{v};

st W ='l] . ecrire(' TAUTOLOGIE') 3 sortir

sinsi w_= @ : PU « PU u {w}

sinon NU « NU v {w}

. fst .

fsi '

fitérer;

La complétude de 1'algorithme découle du théordme 4, la suppression de Vv
étant due 23 sa "subsomption” par w. Il est facile de voir qu'on fait au plus
n2 itérations.

Fn revanche, on ne comnait pas d'algorithme déterministe polyndmial pour
le calcul des propositions complet (ce probléme est le prototype des problémes
NP—complets). Jones et Laeser ont montre que le probléme est P-complet pour

les clauses de Horn.

PROLOG

PROLOG est un langage de programmation développé par Colmerauer &

Marseille, fondé sur le langage des listes de clauses de Horn ordonnées.

" L'ex&cution d un programme PROLOG consiste 3 essayer de réfuter 1'ensemble

du programme et des clauses questions. L'interpréteur est un programme de
g q P P

 démonstration automatique dont le principe s'inspire du théoréme 5 (2 peu

~de choses prés). .
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Exemples de proesrammation en clauses de liorn d'aprés Kowalski.
8 P

1°) Arithmétique

PLUS(0,x%,X) <
PLUS(S(x),y,S(z)) < PLUS(x,¥,2)

TIMES(0,x,0) <
TIMES(S(x),y,u) < TIMES(x,y,v),PLUS(y,v,u) : T

FACT(0,S(0)) <«
FACT(S(x) ,u) & FACT(x,v),TIMES(S(x),v,u)

Exemples de questions :

& PLUS(S(S(0)),5(5(0)),u) 2+ 2=1
<« TIMES(S(S(0)),S(0),%) 2x1 =2
<- TIMES(x,S(S(0)),S(5(58(5(0))))) ?2x2=4

On peut effectuer des divisions grice au programme de multiplication !

<« TIMES(x,y,S(S(0))) trouver les (x,y) tels que xy = 2
« FACT(x,5(5(0))) Bl=250
< FACT(x,S(S(5(0)))) =30

pas de réponse = satisfiable

2°) Manipulation de listes

MEMBER(x,CONS(x,y)) <
. MEMBER(x,CONS(y,z)) < MEMBER(x,z)

* APPEND (NIL,x,X) <&
x  APPEND(CONS(x,y),z,CONS(x,u)) < APPEND(y,z,u)

DELETE (x,CONS(x,y),y) <
DELETE (x,CONS(y,z) ,CONS(y,u)) <« DELETE (x,z,u)

Exemples de questions

< MEMBER(B,CONS (A,CONS(B,CONS(C,NIL))))
< MEMBER (%, CONS (A, CONS(B,CONS(C,NIL))))
< APPEND (CONS(A,NIL),CONS(B,CONS(C,NIL)),x)



Ny

o

% LE(0,x,T) <

*  LE(S(x),0,F) «

X LE(S(x),S(y),u ) < LE(x,y,u)
PERM(NIL,NIL) <«
PERM(z,CONS(x,y)) « DELETE(x,z,z'),PERM(z',y)
ORD(NIL) «
ORD (CONS (x,NIL)) <
ORD (CONS (x,CONS (y,z))) « LE(x,y,T),ORD(CONS (y,z})

Un programme de tri trés simple (et trés inefficace) pourrait s'écrire :

SORT (x,y) < PERM(x,y),O0RD(y)

La procédure QUICKSORT s'obtient en ajoutant aux clauses marquées ¥ ci-

-dessus les c}auses suivantes :
" SORT(NIL,NIL) <«
SORT (CONS(x,y) ,w) < PART(x,y,u,v),SORT(u,u'),SORT(v,v'),
APPEND(u',CONS(x,v') ,w)

PART (x,NIL,NIL,NIL) < :

PART (x,CONS(x, ),u,CONS(y,v)) < PART(x,y,u,v),LE(x,y,T)

PART (x,CONS(y,z),CONS(y,u),v) « PART(x,y,u,v),LE(x,y,F)

!

4°) Analyse syntaxique

On représente une grammaire (simplifiée) du frangais par 1l'ensemble des clauses

PHRASE(x,y) <« SUBSTANTIF(x,u),VERBE(u,v),SUBSTANTIF(v,y)
SUBSTANTIF(x,y) « ARTICLE(x,u),NOM(u,y)
SUBSTANTIF(x,y) < ARTICLE(x,u),NOM(u,v),ADJECTIF(v,y)

et un dictionnaire (abrégé) par

ARTICLE(x,y) « L'(x,y)
ARTICLE(x,y) < LA(x,y)

NOM(x,y) < STUPIDITE(x,y)
'NOM(x;y) < INTELLIGENCE(x,y)
ADJECTIF(x,y) <« NATURELLE(x,y)

" ADJECTIF(x,y) & ARTIFICIELLE(x,y)
VERBE (x,y) < ENCOURAGE(x,y)

On peut maintenant analyser la phrase :

"LA STUPIDITE NATURELLE ENCOURAGE L'INTELLIGENCE ARTIFICIELLE"
1 2 3 4 ; 5 6 7 - 8



en ajoutant 1'ensemble de clauses :

LA(1,2) «
STUPIDITE(2,3) «
NATURELLE(3,4) «

ARTIFICIELLE(7,8) «
et en déclenchant l'analyse par la clause : ¢ PHRASE(1,8).

EXERCICES.

1) Vérifiez que les méthodes de déduction montante (resp. descendante)
correspondent & 1'analyse de la phrase montante (resp. descendante).

2) Enrichissez la grammaire ci-dessus, et le dictionnaire, de maniére a
pouvoir analyser comélétement'la langue frangaise. Si vous‘n'y arrivez
pas, aidez-vous de méthodes heuristiques, de techniques d'apprentissage,

"...etc. Si vous n'y arrivez toujours pas, méditez sur la phrase ci-dessus.
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