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Ce probleme étudie diverses propriétés de la transformation CPS, notamment la préservation de la séman-
tique dynamique et la préservation du typage. On signale que les questions sont souvent indépendantes les
unes des autres, et que les questions les plus lointaines ne sont pas nécessairement les plus difficiles ou les plus
coliteuses en temps.

Le langage considéré est le A-calcul pur, dont on rappelle la syntaxe :

Termes: a,b == z|Az.alab
Valeurs: v = z|Az.a

Notons que les variables x sont considérées comme faisant partie des valeurs v.
La sémantique dynamique de ce langage est donnée sous deux formes équivalentes. La sémantique par
réduction se présente comme la relation a — a’, «le terme a se réduit en le terme a’», définie par :

a—a b—b

(Az.a) v — a[z — v] _— _
ab—a b ab—al

La sémantique naturelle se présente comme la relation a = v, «le terme a s’évalue en la valeur v», définie
par :

a=Ax.d  b=v dz—v]=v

v = v
ab=v

Partie I. Transformation CPS et préservation de la sémantique

On considere une transformation CPS, dont la définition est donnée par les équations ci-dessous. La trans-
formation est constituée de deux fonctions définies de fagon mutuellement récursive, a savoir la traduction des
valeurs () et la traduction des termes [-].

(z) = =

(Ar.a) = Az.[ad]
[v] = Mk.k(v) (k #v)
[[CLl CLQ]] = )\k[[al]] ()\xl.[[az]] ()\IQ.Il ZTo k)) (k # ai, CLQ)(SCl # k, ag)(xz # k,zl)

On admettra sans démonstration le résultat de commutation ci-dessous entre substitution et transformation

CPS :
[alz — o]} = [a] [z — (v)]
Le but de cette partie est de donner une preuve élémentaire (n’utilisant pas de monades) du fait que cette
transformation CPS préserve la sémantique des programmes.

Question 1 Soit a un terme, v une valeur et K = Ak . .. une valeur représentant une continuation. Supposons
que a = v. Montrer que [a] K = K (v). o

Question 2 Soit a un programme qui s’évalue en la valeur v : a = v. Comment s’évalue le programme aprés
transformation CPS, & savoir le terme [a] (Ax.x) ? o



Partie II. Transformation CPS et préservation des types

On suppose les langages source et cible de la transformation simplement typés. La grammaire des types
est :
Ti=alT—oT

Question 3 On fize une variable de types o pour représenter le type des réponses, c’est-a-dire le codomaine
des continuations. Définir deux fonctions de traduction des types, que nous noterons également () et [-], de
facon a ce que les énoncés suivants soient satisfaits :

1. siT'Fwv:7, alors (T) F (v) : (7] ;
2. sil'kFa:T, alors (T) F [a] : [7]-

Démontrer alors ces deux énoncés. o

Question 4 Quel réle a joué la définition de la traduction des variables de types dans la démonstration
précédente ¢ Pourquoi ? o

On se place maintenant dans Systeme F' explicitement typé, avec restriction du polymorphisme aux valeurs.
La grammaire des valeurs, termes et types est étendue comme suit :

vi=...| Aaw
ax=...|lart
Tu=...|Va.r

Question 5 Etendre les traductions des valeurs, des termes, et des types. Etendre la démonstration du fait
que la traduction préserve le typage. Quelle propriété de la fonction de traduction des types exploite-t-on ?
Quel réle joue maintenant la définition de la traduction des variables de types ? o

Question 6 Peut-on tirer parti de ’expressivité de Systeme F pour éviter de fixer un type o des réponses ?
Comment modifier alors la définition de la traduction des types 2 (On ne demande pas d’expliquer comment
étendre la traduction des termes ni la démonstration de la propriété de préservation du typage.) o

Partie ITI. Exceptions et transformation CPS «a deux canons»

Dans cette partie, on étend le langage d’entrée de la transformation CPS avec les constructions raise(a)
pour lever une exception et try a with x — b pour récupérer les exceptions levées pendant I’évaluation de a.

Termes : a,b = wv|ab|raise(a)|try awithz —b
Valeurs : v ou= x| Aza
Résultats d’évaluations  r == v raise(v)

La sémantique naturelle de ce langage est donnée par la relation a = r, ot 7 est ou bien une valeur v («le
terme a s’évalue en la valeur v sans lever d’exception non rattrapée») ou bien une levée d’exception raise(v)
(«lévaluation du terme a se termine abruptement en levant 'exception v»).

a=Ax.d b=v dz—v]=>r a = raise(v) a= vy b= raise(vs)
v ab=r a b = raise(v) a b = raise(vy)
a=v a = raise(v) a=v a = raise(v) bz —v]=>7r
raise(a) = raise(v) raise(a) = raise(v) (tryawithz — b) = v (try awithz — b) = r

On définit une traduction CPS de ce langage étendu avec des exceptions vers le A-calcul sans exceptions,
en suivant I’approche connue sous le nom de «CPS & deux canons». La traduction CPS [a] d’un terme a est
une fonction A\kjks ... qui prend en arguments non pas une continuation k comme dans la partie I, mais deux
continuations ki et ks.



— La premiere continuation k; est la continuation «normaley. Si I’évaluation de a termine sur la valeur v
sans lever d’exception, la traduction [a] k1 ko applique la continuation k1 & la valeur (v) correspondant
aw.

— La seconde continuation ks est la continuation d’exception. Si I’évaluation de a termine en levant une
exception de valeur v, la traduction [a] k1 ko applique la continuation kg & la valeur (v).

Voici la définition de la traduction CPS «a deux canons» pour les valeurs et les applications :

() x
(\r.a) = Ax.[d]
[[’U]] = )\klkg.kl (]UD
[[a1 LLQ]] )\kle.[[alﬂ (AZL‘l.[[CLQH (A;TQ.:L'l T2 kl kg) kg) ]CQ

Question 7 Définir la traduction CPS «a deuzr canons» pour les constructions raise et try...with :

[raise(a)] = Mkiko. 777
[try a with x — b] = Akiko. 777
On pourra raisonner par cas selon que a termine normalement ou bien léve une exception. o

Question 8 FEnoncer (sans démonstration pour l'instant) une propriété de préservation sémantique analogue

a celle de la question 1. Plus précisément : si a = r et si K1 et Ko sont des valeurs, en quel terme se réduit
[[CI,]] K1 K2 ? <&

On admettra a nouveau sans démonstration le résultat de commutation ci-dessous entre substitution et
transformation CPS :
[a[z — v]] = [a] [z < (v)]

Question 9 Démontrer l’énoncé de préservation sémantique de la question précédente dans les cas suivants :
(1) a est une valeur; (2) a = try a; with z — as. o

Partie IV. Transformation CPS «a deux canons» et préservation du typage

On définit un systéeme de types simples pour le A-calcul enrichi avec des exceptions de la partie III. Les
types sont les suivants :
T ou= al|lTt—9
¢ = TH4T

Les jugements de typage sont de la forme suivante :

F'Fov:7 (valeurs)
F'ta:¢ (termes)

Un « type de résultat » ¢ est de la forme 71 + 75, ou 71 est le type de la valeur produite, si le terme considéré
termine normalement, et 7 est le type de l'exception produite, si le terme considéré lance une exception.
L’environnement de typage I' associe aux variables des types ordinaires 7.

Question 10 Donner les six regles de typage correspondant aur deux formes de valeurs et auz quatre formes
d’expressions. (On ne demande pas de démonstration.) o

Question 11 Le langage source de la traduction CPS a deux canons est le A-calcul simplement typé décrit ci-
dessus, tandis que le langage cible reste le \-calcul simplement typé standard. Définir les fonctions de traduction
des types. (On ne demande pas de démonstration.) o
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