
janvier 2007 � Journées Franophones des Langages Appliatifs� JFLA07Déurry�ation erti�éeZaynah DargayeINRIA Roquenourt,78153 Le Chesnay CEDEX, Franezaynah.dargaye�inria.frRésuméLa déurry�ation (transformation de fontions urry�ées en fontions n-aires) est uneoptimisation ourante dans la ompilation de langage fontionnel. Nous présentons ii une preuvede préservation sémantique de ette optimisation menée dans l'assistant de preuve Coq.1. IntrodutionIl peut être néessaire, dans le adre de développements de logiiels ritiques, de s'assurer que lasémantique du programme développé est préservée par le proessus de ompilation. Un ompilateurayant ette propriété est dit erti�é. C'est dans et esprit que le projet Compert [7, 3℄ développe unompilateur d'un sous-ensemble du langage C vers l'assembleur PowerPC.Nous développons e ompilateur à l'aide de l'assistant de preuve Coq[4, 2℄ : nous érivonsle ompilateur dans le langage de spéi�ation. Le ompilateur est aompagné de sa preuve depréservation sémantique. On extrait de e développement le programme Caml du ompilateur, viale méanisme d'extration de Coq [9℄.Le programme extrait doit être lui-même ompilé a�n d'être utilisable. Pour plus de on�ane dansle ode exéutable, on souhaite développer un ompilateur erti�é pour un sous-ensemble signi�atifde ML assez omplet pour exprimer l'ensemble des programmes issus de l'extration.Il s'agit du fragment fontionnel pur de ML ave types de bases, types fontionnels et types onretset qui est ompilé vers le premier langage intermédiaire du ompilateur Compert : Cminor. Laompilation d'un programme mini-ML en Cminor se déompose en quatre phases onséutives :� La numérotation des onstruteurs : on passe de onstruteurs de types onrets nommés à desonstruteurs représentés par leurs numéros d'apparition dans les dé�nitions des types onrets.� L'optimisation de l'appel de fontion, sur laquelle nous reviendrons.� La globalisation des fontions : on obtient un programme organisé en liste de fontions et unefontion prinipale.� La onstrution des fermetures en mémoire.Entre haque phase, nous avons un langage intermédiaire di�érent et pour haque phase, nousavons une preuve de préservation sémantique entre le langage soure et le langage ible. Ces quatretransformations sont développées en Coq, de même les preuves de préservation sémantique sont menéesdans l'assistant de preuve Coq.Nous nous foalisons ii sur une optimisation partiulière de e développement : l'optimisation dela ompilation de l'appel de fontion.Dans les langages fontionnels, Caml [8℄, Haskell [13℄, SML [11℄ et le langage de spéi�ation de Coq,il existe deux possibilités d'enodage des fontions à plusieurs arguments : 1 � grouper les argumentsde la fontion dans un n-uplet, 2 � urry�er la fontion. Une abstration est dite urry�ée si elle s'éritsous la forme suivante : λx0. . . . λxn. t (ave n maximal) 'est-à-dire qu'elle attend n + 1 arguments.1



Z.DargayeAprès n appels partiels, l'appel suivant orrespond à l'évaluation du orps de la fontion ave tousses arguments. Un appel partiel est une appliation dont le résultat est une fermeture intermédiaire :tous les arguments ne sont pas enore reçus.Déurry�er une abstration onsiste à transformer une abstration urry�ée en une fontion n-aire :
λx0. . . . λxn. t devient λ[x0; . . . ; xn]. t. Elle reçoit les n + 1 arguments d'un oup lors de l'appliation.La déurry�ation onstitue une optimisation ouramment utilisée dans la ompilation de langagesfontionnels [1, 10, 6℄.On tire avantage de la déurry�ation lors de l'évaluation d'appliations totales (appliationsimbriquées au nombre d'arguments attendus par une abstration urry�ée). L'évaluation d'un terme dela forme (. . . (λx0. . . . λxn. t) t0) . . .) tn) se déompose en n + 1 appliations de la règle d'évaluationde l'appliation, tandis que l'évaluation du terme déurry�é (λ[x0; . . . ; xn]. t) [t0; . . . ; tn] n'invoquequ'une règle d'évaluation. L'avantage le plus onret de la déurry�ation est que le ode obtenu parompilation est plus éonome en alloations.La déurry�ation peut s'e�etuer ou bien dynamiquement, au vol pendant l'exéution, ou bienstatiquement, par une transformation du programme pendant la ompilation. La déurry�ationdynamique, omme e�etuée par les mahines abstraites ZAM [6℄ et G-mahine [14℄, reonnaîtdavantage d'appliations urry�ées, mais ralentit l'exéution : il faut tester dynamiquement l'aritédes fontions, et les arguments doivent être passés dans une pile, l'utilisation de registres pour lespasser étant impossible. Au ontraire, la déurry�ation statique peut éhouer à reonnaître ertainesappliations urry�ées, mais se prête à la génération de ode mahine e�ae, utilisant les registres duproesseur pour le passage d'arguments. Pour es raisons, le système OCaml utilise la déurry�ationdynamique dans son ompilateur de byteode et la déurry�ation statique dans son ompilateuroptimisant. Nous suivons l'approhe statique de la déurry�ation, qui s'intègre mieux dans une haînede ompilation optimisante passant par le langage intermédiaire Cminor.La déurry�ation statique d'un programme érit dans un style urry�é néessite une analysestatique de e programme. Cette analyse permet de repérer les abstrations urry�ées dont latransformation s'intéresse uniquement aux abstrations liées par un let et de onvertir en onséqueneles appliations. On pourrait également déurry�er les fontions anonymes. Cependant, leur fréquenene justi�e pas l'augmentation de la omplexité de l'analyse.Considérons le terme let f = λx. λy. x + y in ((f 3) 4), sa transformation donnerait let f =
λ[x; y]. x+ y in f [3; 4]. Par ontre, let f = λ[x; y]. x+ y in f [3] n'est pas une tradution orrete :
f [3] n'a pas d'évaluation.Pour toute fontion n-aire, il est possible de reonstruire la fontion urry�ée orrespondante :
curriedn (f) = (λz. λx0. . . . λxn. z [x0; . . . ; xn]) f . Nous utiliserons es ombinateurs curriedn pourpouvoir traduire les appels partiels. (f 3) devient alors ((curried1 f) 3).Dans et artile, nous nous intéressons à la formalisation de la déurry�ation et à sa preuvede préservation sémantique a�n de la erti�er formellement. Cette optimisation s'intégrant dans lefront-end de ompilateur erti�é pour mini-ML, la formalisation et la preuve sont menées en Coq. Unefermeture est la valeur assoiée à l'évaluation d'une abstration. Elle est onstituée du paramètre etdu orps de l'abstration et est aompagnée d'un environnement permettant, lors de l'évaluation,d'aéder aux valeurs des variables libres dans le orps. Le point lé de ette preuve réside en laaratérisation des fermetures, produites au ours des évaluations d'un terme et de sa transformation,en s'appuyant sur les informations réoltées par l'analyse. En aratérisant les fermetures d'origine etles fermetures après transformation selon l'analyse, on établit une relation entre es fermetures. Enétendant ette relation aux environnements d'exéution, nous obtenons une relation de orrespondaneentre environnements. Ces relations nous permettent de omparer les évaluations et don d'établir lapréservation sémantique de la transformation.A�n d'illustrer notre étude, nous ommençons par dé�nir formellement deux langages fontionnelsminimaux. µML (prononé miro-ML) : λ-alul pur enrihi du lieur loal let, à abstration et2



Déurry�ation erti�éeappliation unaire ; et nML : λ-alul pur enrihi du lieur loal let, à abstration et appliation
n−aire (langage ible de la transformation). Puis, nous exposerons la tradution d'un terme µMLen un terme nML, qui onstitue une déurry�ation du terme µML guidée par une analyse du termevisant à reonnaître les abstrations et appliations urry�ées. Nous nous penherons ensuite sur laaratérisation de ertaines fermetures apparaissant lors des évaluations de termes µML et nML, enutilisant les informations fournies par l'analyse. Cette aratérisation sera la base de la relation deorrespondane entre les environnements d'évaluation des deux langages, qui nous permettra alors dedérire la preuve de orretion de ette transformation. En�n, nous étendrons la déurry�ation auxfontions réursives.2. Le langage µMLPour plus de larté et a�n de nous foaliser sur l'étude de l'optimisation de la ompilation defermetures, nous travaillons sur un sous ensemble signi�atif de mini-ML. Ce sous ensemble formele langage µML. Il est onstitué de l'abstration unaire, l'appliation unaire et de liaisons loales devariables via le lieur let.Nous avons hoisi la formalisation de De Bruijn [5℄ pour éviter tout problème lié à la générationde noms de variables lors de la transformation. Ce formalisme permet en outre de dé�nir toutenvironnement relatif aux variables sous forme de listes simples qui sont plus failes à manipulerque des tables assoiatives. Les variables sont représentées par des indies. La variable d'indie n! estla variable liée au (n + 1)-ième lieur (λ ou let) extérieur. Nous ommençons par donner la syntaxeabstraite de µML, puis nous en donnerons la sémantique.2.1. Syntaxe abstraite de µMLNous donnons ii la syntaxe abstraite de µML sous forme de BNF.Termes : t ::= n! variable (indie de De Bruijn)

| i entier
| λ. t abstration
| t1 t2 appliation
| let t1 in t2 dé�nition loaleUn programme µML est un terme. Les variables sont désignées par leurs indies de De Bruijn. Uneabstration est onstituée d'un λ désignant le paramètre et d'un terme qui est le orps de l'abstration.L'appliation est unaire. Une dé�nition loale, let t1 in t2 lie dans le terme t2 la variable 0! à lavaleur de t1.Le programme t = let λ. λ. 1! + 0! in ((0! 3)4) présenté plus haut est un exemple de programme

µML. Il s'agit d'une dé�nition loale. Le sous terme gauhe (λ. λ. 1!+0!) lie la dé�nition de l'abstrationurry�ée orrespondant à une addition à la variable 0! dans le sous-terme droit. Dans le orps del'abstration la plus interne (1! + 0!), la variable 1! est liée au λ extérieur tandis que 0! est liée au λ leplus interne. Le sous-terme droit ((0! 3)4) est une appliation urry�ée. L'appliation (0! 3) désignel'appliation de la variable liée la plus prohe (i.e. l'addition urry�ée) et lui applique omme premierargument l'entier 3. On applique alors à e sous-terme l'entier 4.2.2. Sémantique de µMLLa sémantique de µML suit une stratégie d'évaluation faible (on ne réduit pas dans le orps desabstrations) en appel par valeur, et ave une évaluation des sous-termes de gauhe à droite.3



Z.DargayeLes valeurs d'évaluation sont soit des valeurs entières, soit des fermetures formées d'un oupleorps d'abstration, environnement. Un environnement est une liste de valeurs. L'aès au (n + 1)-ième élément d'un environnement e se note : e(n). Les règles d'évaluations de µML sont similaires àelles du λ-alul pur.Valeurs : v ::= (i) | (t, e)Environnements : e ::= [] | v :: e

e ⊢ i → (i) (eval-int) e ⊢ (λ. t) → (t, e) (eval-lamb) e(n) = v (eval-var)
e ⊢ n! → v

e ⊢ t1 → v1 v1 :: e ⊢ t2 → v (eval-let)
e ⊢ (let t1 in t2) → v

e ⊢ t1 → (t, e1) e ⊢ t2 → v2 v2 :: e1 ⊢ t → v (eval-app)
e ⊢ (t1 t2) → v3. Le langage nMLnML di�ère de µML par ses abstrations et ses appliations qui sont n-aires.3.1. Syntaxe de nMLTermes : t ::= n! variable (indie de De Bruijn)

| i entier
| λn. t abstration d'arité (n + 1)
| t [t0; . . . ; tn] appliation
| let t1 in t2 dé�nition loaleLes λ des abstrations sont indiés par un entier naturel indiquant leur arité. Le terme λn. t est uneabstration d'arité n + 1 dont le orps est le terme t. L'appliation est formée d'un sous-terme gauhe(fontion appelée) et d'une liste de termes onstituant les arguments.Le terme suivant est un exemple de programme nML : let λ1. 1!+0! in 0![3; 4]. C'est la tradutiondu terme µML t = let λ. λ. 1! + 0! in ((0! 3)4).3.2. Sémantique de nMLLa sémantique de nML est donnée dans le même style que elle de µML. Les fermetures de nMLomportent une information supplémentaire : l'arité.Valeurs : v ::= (i) | (n, t, e)Environnements : e ::= [] | v :: e

e ⊢ i → (i) (eval-int) e ⊢ (λn. t) → (n, t, e) (eval-lamb) e(n) = v (eval-var)
e ⊢ n! → v4



Déurry�ation erti�ée
e ⊢ t1 → v1 v1 :: e ⊢ t2 → v (eval-let)

e ⊢ (let t1 in t2) → v

e ⊢ t → (n, t′, e1) e ⊢ t0 → v0 . . . e ⊢ tn → vn vn :: . . . :: v0 :: e1 ⊢ t′ → v (eval-app)
e ⊢ t[t0; . . . ; tn] → vLes règles d'évaluation de nML sont identiques à elles de µML, exeptées elles onernant l'abstrationet l'appliation.Une abstration λn. t dans l'environnement e, s'évalue en une fermeture dont l'arité est (n + 1), leorps t et l'environnement e. La valeur sera alors (n, t, e).Une appliation t [t0; . . . ; tn] s'évalue en la valeur v dans l'environnement e, si t s'évalue dans een une fermeture de la forme (n, t′, e1), que les arguments sont au nombre de n + 1 et s'évaluent en

v0, . . . , vn et que dans l'environnement vn :: . . . :: v0 :: e1 t′ s'évalue en v.4. Déurry�ationAprès avoir introduit nos deux langages d'étude, nous pouvons nous intéresser à la transformationde termes µML en termes nML. Pour e faire, nous ommençons par expliiter les méanismes d'analysestatique permettant de repérer dans un terme µML les abstrations et appliations �déurry�ables�.Puis, nous pourrons exhiber l'algorithme de transformation.4.1. Reonnaissane des abstrations et appliations �déurry�ables�L'analyse statique qui détermine les possibilités de déurry�ation fait partie de la famille généraledes analyses de �ot de ontr�le (ontrol-�ow analyses ou losure analyses dans la littérature en anglais)[15, 12℄. De manière générale, es analyses assoient à haque variable et haque sous-expressiond'un programme fontionnel une sur-approximation de ses valeurs possibles. En partiulier, pour uneappliation t t′, l'analyse de �ot détermine un ensemble de fontions {. . . λxi.ti . . .} en lesquelles t peuts'évaluer. Lorsque et ensemble ne ontient qu'un élément, la fontion appelée est statiquement onnueet plusieurs optimisations deviennent possibles : expanser la fontion (inlining), déurry�er l'appel sila fontion est n-aire, spéialiser la représentation de sa fermeture (lightweight losure onversion),et.Les analyses de �ot de ontr�le lassiques utilisent des itérations de point �xe, les rendant oûteusesen temps de ompilation et di�iles à erti�er en Coq. Nous allons don utiliser une analyse trèssimpli�ée, qui garde seulement trae des arités des fontions liées par let (on notera qu'une analysesimpli�ée similaire est utilisée dans le ompilateur optimisant d'OCaml).L'analyse statique vise dans un premier temps à reonnaître de potentielles abstrations n-airesassoiées à une variable liée en attribuant à de telles variables une indiation d'arité le as éhéant.Dans un seond temps, muni de es informations, elle détete de telles variables dans des appliationsurry�ées dont le nombre d'appliations imbriquées orrespond à l'arité. Cette analyse suppose laonnaissane d'informations liées aux variables apparaissant dans un terme. Elle se fait don au traversd'un environnement permettant de stoker et onsulter des informations qui indiquent le aratèrefontionnel et l'arité potentielle, le as éhéant, assoiée à une variable.Les informations manipulées par l'analyse sont dé�nies omme suit :
γ ::= Unknown | Known m.Nous assoierons à une variable liée à une abstration une information de la forme Known m où mpréise que la déurry�ation donnerait une fontion n-aire d'arité m+1. Si la variable est liée à autrehose qu'une abstration, nous lui assoierons l'information Unknown.5



Z.DargayeConsidérons le terme suivant : let λ. λ. t in t2. Nous assoierons l'information Known 1 à lavariable liée par le let. En e�et, elle est liée à une abstration dont la déurry�ation serait d'arité 2.Par ontre, dans le terme let (t1 t2) in t, nous assoierons à la variable liée par le let l'informationUnknown.Nous avons besoin de propager es informations le long de l'analyse, a�n de les utiliser notammentdans le traitement des appliations. Pour e faire, nous les propageons au travers d'un environnement :
Γ ::= [] | γ :: Γ.Donnons nous quelques abréviations pour plus de lisibilité :� Les abstrations urry�ées : nabs m t = λ. . . . λ

︸ ︷︷ ︸

m+1

. t.� Les appliations imbriquées : napp t (t0, . . . , tm) = (. . . (t t0) . . . tm).Repérer les abstrations urry�ées se fait tout simplement en repérant les dé�nitions loales (let
t1 in t2) où t1 est de la forme nabs m t, auquel as, ette variable sera assoiée à l'information Known
m dans l'environnement d'analyse. Sinon, on lui assoiera l'information Unknown.

is_curried_abs (t) =

{
Known m si t = nabs m t1
Unknown sinonLa déurry�ation des appliations néessite le repérage des appliations imbriquées

(napp t (t0, . . . , tm)) où l'appelé le plus interne t est une variable n! dont on sait qu'elle est assoiéeà une abstration urry�ée d'arité potentielle m + 1 : Known m dans l'environnement d'analyse.Comme l'algorithme de transformation desend réursivement dans la struture du terme µML, ils'agit de repérer les appliations dont le sous-terme gauhe est de la forme (napp n! (t0, . . . , tm−1))ave Γ(n) = Known m où Γ est l'environnement d'analyse et Γ(n) son n + 1-ième élément. En e�et, enappliquant le sous-terme droit tm, on obtient une appliation totale.4.2. Tradution de terme µML en terme nMLLors de l'analyse, l'environnement Γ se omporte omme une approximation de l'environnementd'évaluation.Si on analyse le terme λ. t dans l'environnement Γ alors, on analyse le sous terme t dansl'environnement Unknown :: Γ.Si let t1 in t2 s'analyse dans Γ alors t2 s'analyse dans is_curried_abs t1 :: Γ. En partiulier,si t1 = nabs m t0 alors on onsidère t0 dans Unknown :: . . . :: Unknown
︸ ︷︷ ︸

m+1

:: Γ que nous notons
nUnknown (m + 1) Γ.Nous e�etuons l'analyse et la tradution d'un terme µML en un terme nML en même temps, enutilisant l'environnement d'analyse Γ omme environnement de tradution. Les méanismes déritsplus haut permettent alors de traduire onvenablement les appliations, les sous-termes gauhes deliaisons loales, selon que e soit des abstrations ou pas, et les variables. Nous traduirons les fontionspotentiellement n-aires par la urry�ation de leurs tradutions. Notons NCurry(m) le ombinateurde urry�ation à m + 1 arguments dé�ni omme suit : λ0. λ0 . . . λ0

︸ ︷︷ ︸

m+1

. (m + 1)! [m!, . . . , 0!].
[[t]]Γ désigne la tradution du terme µML t dans l'environnement d'analyse Γ et est dé�nie ommesuit :

[[i]]Γ = i

[[n!]]Γ =
{
NCurry(m) n! si Γ(n) = Known m ;
n! sinon 6



Déurry�ation erti�ée
[[λ. t]]Γ = λ0. [[t]](Unknown::Γ)

[[let t1 in t2]]Γ =

{
let λm. [[t]](nUnknown (m+1) Γ) in [[t2]](Known m::Γ) si t1 = nabs m t ;
let [[t1]]Γ in [[t2]]Unknown::Γ sinon

[[ta tb]]Γ =







n! [[[t0]]Γ, . . . , [[tm]]Γ, [[tb]]Γ] si ta = napp n! (t0, . . . , tm)et Γ(n) = Known(m + 1) ;
[[ta]]Γ [[[tb]]Γ] sinonEn guise d'illustration, onsidérons quelques exemples de tradution. Bien que nous soyons dans unformalisme de De Bruijn, pour plus de larté nous nommons ii les variables :� Une appliation urry�ée totale d'une abstration onnue : le terme µML let f =

λx. λy. x + y in f 3 4 sera traduit par le terme nML let f = λ1[x; y]. x + y in f [3; 4].� Une appliation urry�ée partielle d'une abstration onnue : le terme µML let f =
λx. λy. x + y in f 3 sera traduit par le terme nML let f = λ1[x; y]. x + y in (NCurry(1) f) [3].� Une appliation urry�ée totale d'une abstration inonnue : Le terme µML
(λf. f 3 4) (λx. λy. x + y) sera traduit par le terme nML (λ0f. f 3 4) [(λ0x. λ0y. x + y)].En e�et, dans les deux premiers exemples, le sous-terme gauhe f = λx. λy. x + y est traduit par lafontion d'arité 2 : f = λ1[x; y]. x + y puisque λx. λy. x + y = nabs 1 (x + y). Le sous-terme droitest alors traduit dans l'environnement [(f ; Known 1)]. Dans le premier exemple, f 3 4 onstitue unappel total et est traduit par f [3; 4] puisqu'on sait que f est une fontion attendant deux arguments.En e�et, le sous-terme gauhe de l'appliation f 3 est bien une appliation partielle n'attendant plusqu'un argument.Par ontre, dans le seond exemple, f 3 est un appel partiel, f est don traduit omme une variabledans l'environnement [(f ; Known 1)] et don par (NCurry(1) f).En�n, dans le troisième exemple, nous avons a�aire à un appel urry�é qui pourrait être déurry�é.Cependant, notre algorithme ne se préoupe pas des fontions non liées par un lieur loal, l'appliationest don traduite par une appliation simple.5. Préservation sémantiqueLa déurry�ation étant formellement dé�nie par la tradution d'un terme µML en un terme nML,nous pouvons entrer dans le vif du sujet : sa preuve de orretion. Il nous faut montrer qu'il y apréservation du omportement entre un terme µML et sa tradution. Autrement dit que l'évaluationde l'un orrespond à l'évaluation de l'autre. Il nous faut matérialiser ette notion de orrespondaneavant d'exhiber la preuve de orretion. Il s'agit de mettre en évidene un lien entre valeurs µML et nML.Ce lien est donné sous forme d'une relation paramétrée par l'approximation d'évaluation donnée parl'analyse statique. En e�et, l'analyse permet de donner une aproximation des formes des fermeturesapparaissant dans un programme µML ainsi que dans sa déurry�ation.5.1. Caratérisation des fermeturesL'analyse statique nous permet lors de la tradution de di�érenier di�érents as d'appliation. Ellenous permet de aratériser struturellement des fermetures (i.e. la struture de leurs omposants)apparaissant lors de l'évaluation d'un terme µML tout omme pour le terme nML issu de la tradution.5.1.1. Caratérisation des fermetures µMLIntéressons nous aux règles de sémantique de µML qui sont suseptibles de faire apparaître desfermetures : 7



Z.Dargaye
e(n) = (t, e1) (1)

e ⊢ n! → (t, e1)

e ⊢ t1 → (λ. t, e1) e ⊢ t2 → v2 v2 :: e1 ⊢ t → (t, v2 :: e1) (2)
e ⊢ (t1 t2) → (t, v2 :: e1)

e ⊢ (λ. t) → (t, e) (3)Utilisons maintenant les informations provenant de l'analyse pour aratériser es fermetures.Considérons la règle (1). Supposons que Γ(n) = Known m, alors il vient t = nabs m t′ et nousavons que dans e, n! s'évalue en (nabs m t′, e1).Intéressons nous à l'évaluation d'un terme de la forme napp n! (t0, . . . , tk) dans l'environnement e.Supposons Γ(n) = Known m et k < m. Sahant que t0 dans e s'évalue en v0, . . ., tk en vk, nous pouvonsprévoir que napp n! (t0, . . . , tk) s'évaluera en (nabs (m − k) b, vk :: . . . :: v0 :: e1) (k appliation de larègle (2)).Dans les autres as, nous n'avons pas d'information nous permettant de aratériser les fermeturesintroduites. Nous notons e1@e2 la onaténation de la liste e1 à la liste e2.Notons µclos m t e args = (nabs (m − |args|) t, args@e).Nous pouvons ainsi onstruire des règles d'évaluation hybrides : l'évaluation d'un terme t dans unenvironnement d'évaluation e dont les fermetures sont aratérisées grâe aux informations provenantd'un environnement d'analyse Γ.
e(n) = (t, e1) Γ(n) = Known m t = nabs m t′ (eval-var-abs)

e ⊢ n! → (µclos m t′ e1 [])

e(n) = (µclos m t′ e1 []) e ⊢ t0 → v0 . . . e ⊢ tk → vk k < m (eval-urried-app)
e ⊢ napp n! (t0, . . . , tk) → (µclos m t′ e1 [vk; . . . ; v0])Nous avons don trois sortes de fermetures qui peuvent apparaître lors de l'évaluation d'un terme

µML :� les fermetures orrespondant à une variable liée à une abstration urry�ée : (µclos m t′ e1 []),� les fermetures orrespondant à une appliation imbriquée partielle, dont l'appelé le plus interneest une variable que l'on sait être liée à une abstration urry�ée : (µclos m t′ e1 args),� les fermetures quelonques pour les autres as : (t, e).5.1.2. Caratérisation des fermetures nMLDe même nous pouvons aratériser les fermetures issues de la transformation. Commençons parnous intéresser à elle issue de l'évaluation d'une déurry�ation d'une fontion n-aire.
e ⊢ t → v (eval-NCurry)

e ⊢ NCurry(m) t → (0, λ0. . . . λ0
︸ ︷︷ ︸

m

. (m + 1)![m!; . . . ; 0!], v :: e)En e�et, NCurry(m) t = (λ0. (λ0. . . . λ0
︸ ︷︷ ︸

m+1

. (m + 1)![m!; . . . ; 0!])) [t].Or, e ⊢ NCurry(m) → (0, λ0. . . . λ0
︸ ︷︷ ︸

m+1

. (m + 1)![m!; . . . , 0!]; e). En appliquant la règle d'appliation, onobtient eval-NCurry.Notons : (nclos m clos e0 args) = (0, λ0. . . . λ0
︸ ︷︷ ︸

m−|args|

. (m + 1)![m!; . . . ; 0!], args@(clos :: e0)). Grâe àl'analyse statique nous savons un peu plus de hoses, notamment que t = n! tel que Γ(n) = Known m.8



Déurry�ation erti�éeEn e�et, le ombinateur NCurry n'apparaît que dans la tradution des variables. De plus, nous pouvonsaratériser l'évaluation d'une appliation urry�ée de la forme (. . . ((NCurry(m) n!) [t0]) . . . [tk]) où
k < m et Γ(n) = Known m.Dans un environnement d'évaluation e et un environnement d'analyse Γ, onsidérons les deux règleshybrides suivantes :

e(n) = (m, t, e0) Γ(n) = Known m (eval-NCurry-var)
e ⊢ NCurry(m) n! → (nclos m (m, t, e0) e [])

e(n) = (m, t, e0) Γ(n) = Known m

e ⊢ t0 → v0 . . . e ⊢ tk → vk k < m (eval-urried-app)
e ⊢ (. . . ((NCurry(m) n!) [t0]) . . . [tk]) → (nclos m (m, t, e0) e [vk; . . . ; v0])Tout omme pour les fermetures µML, nous avons trois sortes de fermetures pouvant apparaître lorsde l'évaluation d'un terme nML issu de la transformation orrespondant aux mêmes onditions :� les fermetures orrespondant à une variable liée à une abstration urry�ée : (nclos m (m, t, e0) e []),� les fermetures orrespondant à une appliation imbriquée partielle, dont l'appelé le plus interneest une variable que l'on sait être liée à une abstration urry�ée : (nclos m (m, t, e0) e0 args),� les fermetures quelonques unaires pour les autres as provenant de la transformation : (0, t, e).5.2. Correspondane entre les valeurs d'évaluation µML et nMLLes distintions de fermetures en µML et nML proviennent des mêmes exploitations de l'analyse.Il paraît don naturel d'exhiber un lien entre elles vis-à-vis de l'analyse. Ce lien se matérialise autravers d'une relation entre les fermetures µML et les fermetures nML paramétrée par les informationsontenues dans l'environnement d'analyse.Cette relation se strati�e en trois relations dé�nies mutuellement :� Correspondane entre les fermetures provenant de l'évaluation d'une variable. Elle dé�nit dansquelles onditions une fermeture µML µv est en relation ave une fermeture nML nv selonl'information γ. Ce qui se note :µv ∼γ nv.� Propagation de ette relation aux environnements d'évaluation. Si ∀n, µe(n) ∼Γ(n) ne(n) alors
µe et ne sont en orrespondane par rapport à Γ, e qui se note µe ∼Γ ne.� Correspondane entre valeurs issues d'évaluation : relation binaire entre une valeur µML µv etune valeur nML nv se notant µv ∼ nv.Ces relations traitent failement les orrespondanes entre valeurs entières, elles se dé�nissentomme suit :

µv ∼ nv (var-Unknown)
µv ∼Unknown nv

[[t]]nUnknown (m+1) Γ = u µe ∼Γ ne (var-Known)
(µclos m t µe []) ∼(Known m) (m, u, ne)

(i) ∼ (i) (math-int) [[t]](Unknown::Γ) = u µe ∼Γ ne (los-simpl)
(t, µe) ∼ (0, u, ne)

[[t]](nUnknown (m+1) Γ) = u µe ∼Γ ne |args| ≤ m args ∼(nUnknown (|args|)[]) args′ (los-urry�ed)
(µclos m t µe args) ∼ (nclos m (m, u, ne) e′ args′)Les règles (var-Unknown) et (var-Known) dé�nissent la première de es relations mutuelles :orrespondane entre valeurs assoiées à une variable vis-à-vis d'une information d'analyse.9



Z.DargayeLa première exprime le fait qu'une valeur µML µv et une valeur nML nv sont en orrespondane vis-à-vis de l'information Unknown si elles sont en orrespondane dans la relation entre valeurs d'évaluation.La règle (var-Known) indique dans quelles onditions une fermeture urry�ée µML (µclos m t µe [])est en relation ave une fermeture n-aire (m, u, ne) nML vis-à-vis de l'information Known m. Il fautque la tradution de t dans l'environnement d'analyse Γ augmenté de (m+1) approximations neutres(ie. Unknown) (nUnknown (m + 1) Γ) pour les (m + 1) paramètres soit u et que les environnements desfermetures µML (µe) et nML (ne) soient en orrespondane vis-à-vis de l'environnement d'analyse (Γ).La relation de orrespondane entre valeurs d'évaluation se dé�nit via les trois règles suivantes :(math-int), (los-simpl) et (los-urry�ed). La orrespondane entre valeurs entières se réduit enl'égalité des entiers onernés. Une fermeture µML simple : (t, µe) est en orrespondane ave unefermeture nML (0, u, ne) si dans l'environnement d'analyse (Unknown :: Γ), u est la tradution de t etsi µe et ne sont en orrespondane vis-à-vis de Γ.En�n, une fermeture µML provenant d'un appel partiel d'une fermeture urry�ée (µclos m t µe args)est en orrespondane ave une fermeture urry�ée nML (nclos m (m, u, ne) e′ args′) si dans l'envi-ronnement d'analyse (nUnknown (m + 1) Γ), u est la tradution de t, si le nombre d'arguments déjàpassés |args| est inférieur à l'arité de la fermeture déurry�ée, si args orrespond à args′ vis-à-visde (nUnknown (|args|)[]) et si les environnements de fermetures sont en orrespondane vis-à-vis de
Γ. On notera la présene d'un environnement quelonque dans la fermeture partielle nML. En e�et,une fermeture de la forme nlos provient d'une évaluation d'une appliation partielle imbriquée dontl'appelant le plus interne est de la forme NCurry(m) n!. Or, il s'agit d'un terme los (sans variablelibre), l'environnement de fermeture est don peu signi�atif.5.3. Corretion de la Déurry�ationGrâe aux relations dé�nies i-dessus, nous pouvons omparer une évaluation µML à une évaluationnML. Cette notion de orrespondane de valeur d'évaluation nous permet de omparer l'évaluationd'un programme µML à l'évaluation de sa tradution en nML. Nous avons démontré le théorème deorretion suivant :Théorème 1 (Préservation sémantique de la déurry�ation)Si [[t]][] = u et [] ⊢ t → µv, ave alors ∃ nv, [] ⊢ u → nv et µv ∼ nv.La preuve se fait par indution sur les règles d'évaluation µML. On prouve, pour haque règled'évaluation µML, le diagramme de simulation suivant :

µe ⊢ t ne ⊢ [[t]]Γ

µv nv
?

µe∼Γne

p

p

p

p

p

p

p

p

?
p p p p p p p p p p p p p-

∼Si le terme µML t s'évalue en une valeur µv dans l'environnement µe et que µe ∼Γ ne alors il existeune valeur nv, telle que dans l'environnement ne, le terme [[t]]Γ s'évalue en nv et µv ∼ nv.Le as intéressant de la preuve est elui de l'appliation (les propriétés présentées omme desrésultats ont aussi été démontrées). Nous en détaillons ii la démonstration :Lemme 1 Si µe ⊢ (ta tb) → µv et µe ∼Γ ne alors ∃nv, ne ⊢ [[(ta tb)]]Γ → nv et µv ∼ nv.Par indution, nous avons les trois propriétés suivantes :10



Déurry�ation erti�ée� si µe ⊢ ta → (t, µea) et µe ∼Γ ne alors ∃nva, ne ⊢ [[ta]]Γ → nva et (t, µea) ∼ nva� si µe ⊢ tb → µvb et µe ∼Γ ne alors ∃nvb, ne ⊢ [[tb]]Γ → nvb et µvb ∼ nvb� si µvb :: µea ⊢ t → µv et µvb :: µea ∼Γ′ ne′ alors ∃nv, ne′ ⊢ [[t]] → nv et µv ∼ nvDe la transformation, nous distinguons deux as à traiter :� I. Cas non optimisé : [[(ta tb)]]Γ = [[ta]]Γ [[[tb]]Γ] et ta n'est pas une appliation partielle d'unefontion onnue attendant un dernier argument.� II. Cas optimisé : [[(ta tb)]]Γ = n! [[[t0]]Γ; . . . ; [[tm]]Γ; [[tb]]Γ] et ta = napp n (t0, . . . , tm) ave
Γ(n) = Known m + 1.I. Cas non optimisé :En utilisant l'hypothèse d'indution sur l'évaluation de ta et tb, il vient les deux résultats :� (a) : ne ⊢ [[ta]]Γ → nva et (t, µea) ∼ nva� (b) : ne ⊢ [[tb]]Γ → nvb et µvb ∼ nvbOr, µv est le résultat de l'évaluation µvb :: µea ⊢ t → µv. Pour appliquer le diagramme àette évaluation, il nous faut identi�er nva omme étant une fermeture et identi�er le orps etl'environnement. Nous devons don nous intéresser à la forme de la fermeture issue de l'évaluation de

ta. Pour e faire, nous utilisons le résultat (a) et plus partiulièrement (t, µea) ∼ nva. Selon la règleutilisée pour obtenir ette orrespondane, il s'o�re à nous deux as :1) Il s'agit de la règle (los-simpl). Il vient nva = (0, u, nea) ave [[t]](Unknown::ea1) = u et µea ∼ea1
nea.Nous pouvons appliquer l'hypothèse d'indution sur l'évaluation de t et nous obtenons ainsi le résultat.2) Il s'agit de la règle (los-urry�ed). (t, µea) provient d'une appliation partielle d'une fermetureurry�ée : (t, µea) = (µclos m b µea1

args). Il vient nva = (nclos m (m, u, nea1
) nec args′) où

µea1
∼Γa1

nea1
, |args| ≤ m et args ∼nUnknown (m+1) [] args′ et µea1

∼Γa1
nea1

.Nous allons distinguer selon le nombre de paramètres restant à passer pour avoir une appliationtotale :a � il reste plus d'un paramètreIl s'agit d'une appliation partielle : il vient µv = (µclos m b µea1
(µvb :: args)) et nv =

(nclos m (m, u, nea1
) nec (nvb :: args′)) et le résultat se démontre par une appliation de la règled'évaluation de l'appliation nML et en montrant par onstrution

(µclos m b µea1
µvb :: args) ∼ (nclos m (m, u, nea1

) nec (nvb :: args′)).b � il reste un paramètreNous avons don a�aire à une appliation totale. Le résultat de l'évaluation est équivalent àelui de u dans l'environnement ((nvb :: args′)@nea1
). On obtient ette évaluation en exploitantonvenablement l'hypothèse d'indution sur l'évaluation de t. Il vient ((nvb :: args′)@nea1

) ⊢ u → nvet µv ∼ nv. Cependant la tradution de ta est de la forme : (. . . ((NCurry m n!) [[t0]]Γ) . . .)[[tm]]Γ).Nous avons don à montrer que (m + 1)! [m!; . . . ; 0!] s'évalue en nv dans l'environnement ((nvb ::
args′ :: (m, u, nea1

))@nec). Pour ela nous utilisons le résultat intermédiaire suivant :Si |args| = n et (v :: args)@me ⊢ m → vres alors
(v :: args′)@((n, m, me) :: e′) ⊢ (n + 1)![n!; . . . ; 0!] → vres.Nous obtenons ainsi le résultat.II. Cas optimisé :Par abus de notation, notons [[args]]Γ pour [[[t0]]Γ; . . . ; [[tm]]Γ] ave args = (t0, . . . , tm). Nous avons
[[ta]]Γ = n! [[args]]Γ, ta = napp n! args et que Γ(n) = Known |args|. De plus, notons [[args]]Γ = nargs.Nous avons µe ∼Γ ne, il vient µe(n) = (µclos |args| b e′ []).De là, nous utilisons la orrespondane entre environnements pour en déduire que :
ne(n) = (|args|, u, ne′) et (µclos |args| t e′ []) ∼(Known |args|) (|args|, u, ne′).Nous avons en hypothèse µe ⊢ napp n! args → (t′, e).Nous utilisons le résultat intermédiaire suivant : Si e ⊢ napp n! args → v alors ∃vn, ∃vargs, e ⊢
n! → vn et e ⊢ args → vargs. 11



Z.DargayeNous obtenons don vargs. En appliquant la règle hybride d'évaluation d'appliation partielle(eval-urried-app), nous obtenons (t, e) = (µclos |args| t e′ (rev vargs)) si
µe(n) = (µclos |args| b e′ []) et µe ⊢ args → vargs.De plus, nous savons que la transformation de ta est une imbriation de m appliationsurry�ées de n! aux éléments de nargs : [[ta]]Γ = Nnapp (NCurry(|args|) n!) nargs. En utilisantl'hypothèse d'indution assoiée à l'évaluation de ta, nous obtenons : ne ⊢ [[ta]]Γ → nv1 et
(µclos |args| t e′ (rev vargs)) ∼ nva.Nous essayons don d'en savoir un peu plus sur nva. On sait que
ne ⊢ (NCurry(|args|) n!) → (nclos |args| (|args|, u, ne′) ne []) via la règle (eval-NCurry).De plus, de ne ⊢ Nnapp (NCurry(|args|) n!) nargs → nv1, on déduit :
∃nvargs, ne ⊢ nargs → nvargs et nva = (nclos |args| (|args|, u, ne′) ne (rev nvargs)).Nous avons don la orrespondane entre fermetures µML et nML suivante :
(µclos |args| t µe′ (rev vargs)) ∼ (nclos |args| (|args|, u, ne′) ne (rev nvargs)).Bien que nous ayons aratérisé les fermetures, nous devons traiter les deux règles onduisant àune orrespondane entre fermetures : (los-simpl) et (los-urry�ed). En e�et, (µclos . . .) est de laforme (t, e) et (nclos . . .) est de la forme (0, u, e). Nous avons don deux as à traiter.1) Correspondane provenant de (los-simpl) :Nous avons don en hypothèse :1 � [[t]]Γ = ((m + 1)! [m!; . . . ; 0!] et 2 � ((rev vargs)@µe) ∼Γ ((rev nvargs)@(|args|, u, ne′) :: e′).En utilisant l'hypothèse d'indution sur l'évaluation de t, on obtient :
(nv2 :: (rev nvargs)@(|args|, u, ne′) :: e′) ⊢ ((m + 1)![m!, . . . , 0!] → nv. Or nous avons à montrer :
∃nv, (nv2 :: (rev nvargs)@ne) ⊢ u → nv.Nous avons le résultat suivant :Si |args| = n et (nv2 :: (rev nvargs)@(n, u, ne′) :: e′) ⊢ (m + 1)! [m!; . . . ; 0!] → nv alors
(nv2 :: (rev nvargs)@ne) ⊢ u → nv.Appliqué ii , nous obtenons le résultat.2) Correspondane provenant de (los-urry�ed) :Nous avons en hypothèses :1 � [[t]](nUnknown |args| Γ) = u, 2 � e′ ∼Γ ne′ et 3 � vargs ∼(nUnknown |args| []) nvargs.Nous en déduisons (v2 :: (rev vargs)@e′) ∼(nUnknown (|args|+1) Γ) (nv2 :: (rev nvargs)@ne′). En�n,en utilisant l'hypothèse d'indution sur l'évaluation de t, nous obtenons le résultat.6. Extension aux fontions réursivesExtension de µML aux fontions réursives (µMLre) : Sa syntaxe est la même que µML àl'ajout près des dé�nitions réursives destinées à la dé�nition des fontions réursives. Ainsi, un termede la forme letrec t1 in t2 dé�nit une fontion réursive de orps t1 dans le terme t2. Au niveau del'évaluation, il nous faut ajouter des valeurs de fermetures réursives (t, e)rec ainsi que deux règlesd'évaluations semblables à elle du λ-alul.Termes : t ::= . . . | letrec t1 in t2Valeurs : v ::= . . . | (t, e)rec

(t1, µe)rec :: µe ⊢ t2 → v

µe ⊢ letrec t1 in t2 → v

µe ⊢ t1 → (t, e)rec µe ⊢ t2 → v2 v2 :: (t, e)rec :: e ⊢ t → v

µe ⊢ t1 t2 → v12



Déurry�ation erti�éeLe terme letrec f x = x + (f x) in (f 3) s'érit en µMLre letrec 0! + (1! 0!) in (0! 3). Dans lesous-terme gauhe, le paramètre est traduit omme la variable 0! tandis que la variable de réursionest traduite par la variable 1!.Extension de nML aux fontions réursives (nMLre) : Nous y ajoutons des termes de la forme
letrecn t1 in t2 où n indique l'arité de la fontion réursive dé�nie. Du point de vue de l'évaluation,nous avons besoin de fermetures réursives : (n, t, e)rec où n indique l'arité de la fermeture. Nousavons besoin de deux nouvelles règles d'évaluation pour traiter les fontions réursives. (eval-letre) :un terme de la forme letrecn t1 in t2 s'évalue en la valeur v dans l'environnement ne si le terme t2s'évalue en v dans l'environnement (n, t1, ne)rec :: ne. (eval-appr) : le terme tf [t0; . . . ; tn] s'évalue enla valeur v dans l'environnement ne, si tf s'y évalue en la fermeture réursive (n, t, e)rec et les t1, . . . tnen v0; . . . ; vn alors t s'évalue en v dans l'environnement vn :: . . . :: v0 :: (n, t, e)rec :: e.Termes : t ::= . . . | letrecn t1 in t2Valeurs : v ::= . . . | (n, t, e)rec

(n, t1, ne)rec :: ne ⊢ t2 → v (eval-letre)
ne ⊢ letrecn t1 in t2 → v

ne ⊢ tf → (n, t, e)rec

ne ⊢ t0 → v0 . . . ne ⊢ tn → vn vn :: . . . :: v0 :: (n, t, e)rec :: e ⊢ t → v (eval-appr)
ne ⊢ tf [t0; . . . ; tn] → vDéurry�ation des fontions réursives : Du point de vue de l'analyse statique, nous tentonsde repérer les dé�nitions réursives telles que le premier sous terme soit de la forme nabs n t. En e�et,dans une telle on�guration, nous savons que la fontion réursive ainsi dé�nie est d'arité n + 2.La tradution d'un terme de la forme letrec t1 in t2 s'énone don omme suit :

[[letrec t1 in t2]]Γ =







letrec(n+1) [[t]](nUnknown (n+2) (Known (n+1)::Γ)) in [[t2]](Known (n+1)::Γ)

si t1 = nabs n t;
letrec0 [[t1]](Unknown::Unknown::Γ) in [[t2]](Unknown::Γ)

sinonNous remarquons que dans les deux as, la tradution de t1, néessite la onnaissane d'informationssur la variable de réursion.Caratérisation des fermetures réursives : Tout omme pour µML, nous pouvons aratériserles fermetures apparaissant lors de l'évaluation d'un terme µMLre. En dehors des trois formesaratérisées plus haut, la présene de fermetures réursives alliée aux informations provenant del'environnement d'analyse, nous permet non seulement de aratériser les fermetures réursives maisaussi des fermetures partielles provenant de l'évaluation d'appliations imbriquées.Notons : (µclosrec m t e args) = (nabs (m−|args|) t, args@(nabs m t, e) :: e). Il vient les deuxrègles hybrides supplémentaires :
e(n) = (t, e1)rec Γ(n) = Known m t = nabs m b

e ⊢ n! → (nabs m b, e1)rec

e(n) = (nabs m b, e1)rec e ⊢ t0 → v0 . . . e ⊢ tk → vk k ≤ m

e ⊢ napp n!(t0, . . . , tk) → (µclosrec m t e1 [vk; . . . ; v0])13



Z.DargayeDe même, nous obtenons des aratérisations supplémentaires pour les fermetures de nMLre.
e(n) = (m, t, e0)rec Γ(n) = Known m

e ⊢ NCurry m n! → (nclos m (m, t, e0)rec e [])

e(n) = (m, t, e0)rec Γ(n)Known m

e ⊢ t0 → v0 . . . e ⊢ tk → vk k ≤ m

e ⊢ (. . . ((NCurry m n!) [t0]) . . . [tk]) → (nclos m (m, t, e0)rec e [vk; . . . ; v0])Extension de la orrespondane des valeurs : L'extension de aratérisation des fermeturesnous amène à de nouvelles orrespondanes de fermetures :
[[u]](Unknown::Unknown::Γ) = m e ∼Γ me (1)

(u, e)rec ∼(Known 0) (0, m, me)rec

[[u]](nUnknown (n+2) (Known (n+1)::Γ) = m e ∼Γ me (2)
(nabs n u, e)rec ∼(Known n+1) (n + 1, m, me)rec

[[u]](Unknown::Unknown::Γ) = m e ∼Γ me (3)
(u, e)rec ∼ (0, m, me)rec

[[u]](nUnknown (n+2) (Known (n+1)::Γ) = m e ∼Γ me (4)
(nabs n u, e)rec ∼ (nclos (n + 1) (n + 1, m, me)rec e′ [])

[[u]](nUnknown (n+1) (Known n::Γ) = m

e ∼Γ me |args| ≤ n args ∼nUnknown |args| [] args′ (5)
(µclosrec n u e args) ∼ (nclos (n) (n, m, me)rec e′ args′)Au niveau de la relation de orrespondane entre valeurs provenant de l'évaluation de variable, nousajoutons deux règles : (1) et (2). La règle(2) dérit les onditions de orrespondane quand l'aritéest supérieur à 1 (Known (n+1)) : la fermeture réursive (nabs n u, e)rec est en orrespondaneave la fermeture réursive nMLre (n + 1, m, me)rec si les environnements e et me sont enorrespondane vis-à-vis de Γ et et que m est la tradution de u dans l'environnement d'analyse

(nUnknown (n + 2) (Known (n + 1) :: Γ.La relation de orrespondane entre valeurs issues d'évaluation est aussi enrihie. La règle (3) dé�nitles onditions de orrespondane entre fermetures réursives provenant d'évaluation simple (pas d'unerègle hybride).En e qui onerne les fermetures partielles provenant d'appliations imbriquées telles quel'appelant le plus interne s'évalue en une fermeture réursive, il nous faut distinguer deux as. D'unepart, lorsqu'il s'agit de l'évaluation d'une variable et de sa tradution via le ombinateur NCurry (4) ;et d'autre part, lorsqu'on a a�aire à une orrespondane entre fermetures partielles (5).Corretion : Tout omme pour la tradution de terme µML en terme nML, nous avons démontré dela même manière le théorème de préservation sémantique par la transformation de terme µMLre enterme nMLre. La preuve est similaire à elle présentée plus haut, elle traite plus de as induits parles règles supplémentaire de la relation de orrespondane de valeurs.7. ConlusionsDans et artile, nous avons présenté un algorithme de déurry�ation statique et une preuve Coqqu'il préserve la sémantique. Il s'agit, à notre onnaissane, de la première preuve véri�ée par mahine14
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